
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 10�11 êëàññîâ

Óñëîâèÿ, ðåøåíèÿ è îòâåòû ê âàðèàíòó 1, îòâåòû ê âàðèàíòàì 2�4

1. Íà êàêîì èç ïÿòè èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ îñü ÷åòûðå òî÷êè

x5 < y8 < y3 < x6,

ëåæèò ÷èñëî 0?

Îòâåò: (x5; y8).

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ èìååì:

1) 0 > y8 − y3 = y3(y5 − 1)⇒ 0 < y < 1;
2) 0 < x6 − x5 = x5(x− 1), ïîýòîìó åñòü òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè:
à) x5 > 1⇒ y8 > x > 1⇒ |y| > 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ï. 1);
á) x5 < 0⇒ 0 ∈ (x5; y8).

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: (y5;x4). Îòâåò ê âàðèàíòó 3: (x3; y6). Îòâåò ê âàðèàíòó 4: (y3;x8).

2. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå:
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Îòâåò: âòîðîå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A � ïåðâîå ÷èñëî, B � âòîðîå. Òîãäà
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÷èñëî A ìåíüøå, ÷åì 17
2
3 · 13

1
3 = B.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: âòîðîå. Îòâåò ê âàðèàíòó 3: ïåðâîå. Îòâåò ê âàðèàíòó 4: ïåðâîå.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 20, ïðîâåäåíà ìåäèàíà CD. Íàéäèòå ðàäèóñ

îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AC =
√
41, à öåíòð îêðóæíîñòè,

âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ACD, ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCD.

Îòâåò: 41
10 èëè 41

8 .

Ðåøåíèå. Ïóñòü Q � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ACD. Òîãäà îòðåçêè AQ è CQ �

áèññåêòðèñû óãëîâ BAC è ACD ñîîòâåòñòâåííî, ïî ñâîéñòâàì âïèñàííûõ óãëîâ ∠DBQ = ∠DCQ.
Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABQ è ACQ ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, AB = AC, ò. å.
òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé.

Α
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Ïîëîæèì BC = 2x, òîãäà SABC = x
√
41− x2, ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x
√
41− x2 = 20, èìåþùåå äâà êîðíÿ x = 4 èëè x = 5.

Ðàäèóñ îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè ðàâåí

R =
AB ·BC ·AC

4S
=

41 · 2x
4 · 20

=
41x

40
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà íàéäåííûå çíà÷åíèÿ x, ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ îòâåòà,

ïðè÷¼ì îáå âîçìîæíîñòè ðåàëèçóþòñÿ.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: 10 èëè 8
5 . Îòâåò ê âàðèàíòó 3: 17

5 èëè 17
3 . Îòâåò ê âàðèàíòó 4: 15

4 èëè 27
20 .
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4. Àðõèâ ôîòîãðàôèé óêëàäûâàþò â ïîðÿäêå èõ íóìåðàöèè â îäèíàêîâûå àëüáîìû, ðîâíî ïî 4

ôîòîãðàôèè íà îäíó ñòðàíèöó. Ïðè ýòîì 81-ÿ ïî ñ÷¼òó ôîòîãðàôèÿ ïîïàëà íà 5-þ ñòðàíèöó îäíîãî èç

àëüáîìîâ, 171-ÿ � íà 3-þ ñòðàíèöó äðóãîãî. Ñêîëüêî ôîòîãðàôèé âìåùàåò êàæäûé àëüáîì?

Îòâåò: 32.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x, y � íîìåðà àëüáîìîâ, â êîòîðûå ïîïàëè 81-ÿ è 171-ÿ ôîòîãðàôèè ñîîòâåòñòâåííî,

n > 4 � êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â àëüáîìå. Òîãäà 4n(x − 1) + 16 < 81 6 4n(x − 1) + 20, 4n(y − 1) + 8 <
171 6 4n(y− 1) + 12, ò. å. 61 6 4n(x− 1) < 65, 159 6 4n(y− 1) < 163. Òîãäà n(x− 1) = 16, n(y− 1) = 40.
Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî n ìîæåò áûòü ðàâíî 1, 2, 4, 8, 16, èç âòîðîãî � 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20,

40. Òàêèì îáðàçîì, n = 8, 4n = 32.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: 54. Îòâåò ê âàðèàíòó 3: 40. Îòâåò ê âàðèàíòó 4: 42.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî arcsin
(

5
2π arccosx

)
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(
10
3π arcsinx

)
.

Îòâåò:
[
cos 2π

5 ; cos 8π
25

)
∪
(
cos 8π
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π
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]
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì u = 5
2π arccosx, v = 10

3π arcsinx. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 4u + 3v = 5.

u

v
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1
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Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà arcsinu > arccos v ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

0 6 u 6 1, 0 6 v 6 1, u2 + v2 > 1,

íà ÷åðòåæå îíî çàêðàøåíî ñåðûì. Ïðÿìàÿ 4u + 3v = 5 èìååò îáùèå òî÷êè ñ

ýòèì ìíîæåñòâîì � ýòî îòðåçîê ñ âûêîëîòîé òî÷êîé u = 4/5, v = 3/5. Òàêèì
îáðàçîì.
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îòêóäà, ñ ó÷åòîì óáûâàíèÿ àðêêîñèíóñà,
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Îòâåò ê âàðèàíòó 2:
[
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Îòâåò ê âàðèàíòó 3:
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Îòâåò ê âàðèàíòó 4:
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6. Íàéäèòå âñå òàêèå íàáîðû ÷èñåë x1, x2, . . . , xn+1, ÷òî x1 = xn+1 è ïðè âñåõ k = 1, . . . , n âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

2 log2 xk · log2 xk+1 − log22 xk = 9.

Îòâåò: xk = 8, k = 1, . . . , n+ 1, èëè xk =
1
8 , k = 1, . . . , n+ 1.

Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
9− 2 log2 x1 · log2 x2 + log22 x1 = 0,
9− 2 log2 x2 · log2 x3 + log22 x2 = 0,
. . .
9− 2 log2 xn−1 · log2 xn + log22 xn−1 = 0,
9− 2 log2 xn · log2 x1 + log22 xn = 0.

Çàìåíà ak =
1
3 log2 xk, k = 1, . . . , n, ïðèâîäèò ñèñòåìó ê âèäó

a1 + a−11 = 2a2,
. . .

an−1 + a−1n−1 = 2an,
an + a−1n = 2a1.

Èç íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî ëèáî ak > 1, k = 1, . . . , n, ëèáî ak 6 −1,
k = 1, . . . , n. Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ íàáîðû ak = 1, k = 1, . . . , n è ak = −1, k = 1, . . . , n. Ñëîæèì
âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è ïåðåíåñ¼ì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü ðàâåíñòâà, òîãäà ïîëó÷èì

a1 − a−11 + · · ·+ an−1 − a−1n−1 + an − a−1n = 0.
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Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà áîëüøå íóëÿ, åñëè õîòÿ áû îäíî ak > 1, è ìåíüøå íóëÿ, åñëè õîòÿ

áû îäíî ak < −1, ïîýòîìó äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå âûøåóêàçàííûõ, ñèñòåìà íå èìååò. Íàéäåííûì äâóì

íàáîðàì çíà÷åíèé ak ñîîòâåòñòâóþò äâà íàáîðà xk = 23 = 8 è xk = 2−3 = 1
8 , k = 1, . . . , n+ 1.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: xk = 9, k = 1, . . . , n+ 1, èëè xk =
1
9 , k = 1, . . . , n+ 1.

Îòâåò ê âàðèàíòó 3: xk = 2, k = 1, . . . , n+ 1, èëè xk =
1
2 , k = 1, . . . , n+ 1.

Îòâåò ê âàðèàíòó 4: xk = 3, k = 1, . . . , n+ 1, èëè xk =
1
3 , k = 1, . . . , n+ 1.

7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = sin(x+ sinx) + sin(x− sinx) +
(π
2
− 2
)
sin sinx.

Îòâåò:
π − 2√

2
.

Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû ñèíóñîâ â ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì

f(x) = 2 sinx · cos sinx+
(π
2
− 2
)
sin sinx = g(sinx),

ãäå g(t) = 2t cos t+ (π2 − 2) sin t, t = sinx ∈ [−1; 1]. Ôóíêöèÿ g íå÷¼òíàÿ è

g′(t) = −2t sin t+ π

2
cos t =

π

2
sin t

(
ctg t− 4

π
t

)
.

Ïîñêîëüêó g′(t) > 0 ïðè 0 6 t < π
4 , g

′(t) < 0 ïðè π
4 < t 6 1, ôóíêöèÿ g(t) èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì

íà îòðåçêå [0; 1] â òî÷êå t = π
4 . Ñëåäîâàòåëüíî, g(t) 6 g(π4 ) =

π−2√
2
, t ∈ [0; 1]. Â ñèëó íå÷¼òíîñòè íà îòðåçêå

[−1; 0] ñèòóàöèÿ ñèììåòðè÷íàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî g(−1) < g(π4 ). Äåéñòâèòåëüíî,

g(−1) =
(
2− π

2

)
sin 1− 2 cos 1 = 2 sin 1

(
1− π

4
− ctg 1

)
< 2 sin 1

(
1

2
− π

4

)
< 0 < g

(π
4

)
.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè g(t) íà îòðåçêå [−1; 1], à çíà÷èò, è ôóíêöèè f(x) íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé, ðàâíî π−2√

2
.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2:
2− π√

2
. Îòâåò ê âàðèàíòó 3:

4− 2π

π
√
2
. Îòâåò ê âàðèàíòó 4:

4π − 8

π
√
2
.

8. Àíäðåþ íðàâÿòñÿ âñå ÷èñëà, íå äåëÿùèåñÿ íà 3, à Òàíå íðàâÿòñÿ âñå ÷èñëà, â êîòîðûõ íåò öèôð,

äåëÿùèõñÿ íà 3.

à) Ñêîëüêî ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë íðàâÿòñÿ è Àíäðåþ, è Òàíå?

á) Íàéäèòå îáùóþ ñóììó öèôð âñåõ òàêèõ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò: à) 810; á) 14580.

Ðåøåíèå. à) Èñêîìûå ÷èñëà äîëæíû áûòü ñîñòàâëåíû èç öèôð 1, 2, 4, 5, 7, 8, ïðè÷¼ì ïî êðèòåðèþ

äåëèìîñòè íà 3 â êàæäîì ÷èñëå ñóììà öèôð íå äîëæíà áûòü êðàòíîé òð¼ì. Öèôðû 1, 4 è 7 (íàçîâåì

èõ öèôðàìè ìíîæåñòâà A) ïðè äåëåíèè íà 3 äàþò îñòàòîê 1, à öèôðû 2, 5, 8 (öèôðû ìíîæåñòâà B) �
îñòàòîê 2. Çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ÷èñëî äîëæíî áûòü ñîñòàâëåíî îäíèì èç ñëåäóþùèõ

ñïîñîáîâ:

1) 4 öèôðû èç ìíîæåñòâà A � òàêèõ ÷èñåë 34;
2) 4 öèôðû èç ìíîæåñòâà B � òàêèõ ÷èñåë 34;
3) 3 öèôðû èç ìíîæåñòâà A è îäíà öèôðà èç ìíîæåñòâà B � òàêèõ ÷èñåë 4 · 34;
4) 3 öèôðû èç ìíîæåñòâà B è îäíà öèôðà èç ìíîæåñòâà A � òàêèõ ÷èñåë 4 · 34.
Âñåãî òàêèõ ÷èñåë 10 · 34 = 810.

á) Äëÿ ïîèñêà îáùåé ñóììû öèôð âñåõ ýòèõ ÷èñåë ðàçîáü¼ì èõ íà ïàðû: âòîðîå ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ

èç ïåðâîãî çàìåíîé âñåõ öèôð ïî ïðèíöèïó 1 ↔ 8, 2 ↔ 7, 4 ↔ 5. Íàïðèìåð, ÷èñëî 1545 èìååò ïàðó

8454, ÷èñëî 5271 èìååò ïàðó 4728, è ò. ä. Ñóììà öèôð ëþáîé ïàðû ðàâíà 9 · 4, à ÷èñëî òàêèõ ïàð ðàâíî
10·34
2 . Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñóììà âñåõ öèôð ðàâíà 9·4·10·34

2 = 20 · 36 = 14580.

Îòâåò ê âàðèàíòó 2: à) 160; á) 2880.

Îòâåò ê âàðèàíòó 3: à) 810; á) 14580.

Îòâåò ê âàðèàíòó 4: à) 160; á) 2880.
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