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В работе исследуется однородная по времени марковская цепь 𝜉𝑛 = (𝜉1𝑛, 𝜉
2
𝑛) на про-

странстве состояний Π = 𝑍×{0, 1, . . . , 𝑁}. Цепь является пространственно однородной по
первой координате и имеет ограниченные скачки по первой координате. Рассматривает-
ся классификация состояний цепи, асимптотическое поведение вероятностей достижения
границы 𝐴 = {0}×{0, . . . , 𝑁} и эмпирические характеристики накопления частиц на этой
границе.

1. Постановка задачи и основные определения
Рассматривается однородная по времени марковская цепь 𝜉𝑛 = (𝜉1𝑛, 𝜉

2
𝑛) на пространстве

состояний
Π = 𝑍 × {0, 1, . . . , 𝑁}, 𝑁 ∈ N.

Переходные вероятности обозначим

𝑝𝑙𝑗𝑙′𝑗′ = P(𝜉𝑛+1 = (𝑙′, 𝑗′) | 𝜉𝑛 = (𝑙, 𝑗)), (𝑙, 𝑗), (𝑙′, 𝑗′) ∈ Π.

Предполагается, что цепь 𝜉𝑛 удовлетворяет следующим условиям:

• Цепь 𝜉𝑛 неприводима и непериодична.
• Скачки по первой координате ограничены: если |𝑙 − 𝑙′| > 1, то 𝑝𝑙𝑗𝑙′𝑗′ = 0.

• Пространственная однородность по первой координате: 𝑝𝑙𝑗𝑙′𝑗′ = 𝑝𝑗𝑙′−𝑙, 𝑗′ .

Индуцированная цепь. Определим цепь с конечным пространством состояний {0, 1, . . . , 𝑁}
и переходными вероятностями

0𝑝
𝑗
𝑗′ = 𝑝𝑗1,𝑗′ + 𝑝𝑗0,𝑗′ + 𝑝𝑗−1,𝑗′ .

Её матрицу переходных вероятностей обозначим 𝑃 = 𝑃1 + 𝑃0 + 𝑃−1, где (𝑃𝑠)
𝑙
𝑗 = 𝑝𝑖+𝑠,𝑗

𝑖,𝑙 .
Из условий на исходную цепь следует, что индуцированная цепь также неприводима и
апериодична; её стационарное распределение обозначим 𝜋 = (𝜋0, . . . , 𝜋𝑁).

Средний скачок. Для каждого 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑁} определим

𝑚𝑗 = E(𝜉1𝑛+1 − 𝜉1𝑛 | 𝜉2𝑛 = 𝑗).

скорость сноса:

𝑣 =
𝑁∑︁
𝑗=0

𝜋𝑗𝑚𝑗.
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Моменты достижения границы. Рассмотрим множество 𝐴 = {(0, 𝑗) : 𝑗 = 0, . . . , 𝑁} ⊂
Π. Для начального состояния (𝑖, 𝑗0) с 𝑖 > 0 определим последовательность моментов

𝜏1 = min{𝑛 : 𝜉1𝑛 = 𝑖− 1}, 𝜏2 = min{𝑛 > 𝜏1 : 𝜉1𝑛 = 𝑖− 2}, . . . , 𝜏𝑖 = min{𝑛 : 𝜉1𝑛 = 0}.

Вероятность достижения границы в конкретной точке (0, 𝑗):

ℎ𝑖,𝑗0
0,𝑗 = P

(︀
𝜉2𝜏𝑖 = 𝑗, 𝜏𝑖 < ∞ | 𝜉0 = (𝑖, 𝑗0)

)︀
.

Для удобства введем вектор ℎ𝑖
0,𝑗 = (ℎ𝑖,𝑗0

0,𝑗 , 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑁}).

Вложенная марковская цепь. Определим процесс 𝜂𝑘 = 𝜉2𝜏𝑘 со значениями в {0, . . . , 𝑁}.
Его переходные вероятности обозначим

𝑞𝑖𝑗 = P(𝜂𝑘+1 = 𝑗 | 𝜂𝑘 = 𝑖).

Стационарное распределение цепи 𝜂𝑘 обозначим 𝜈 = (𝜈0, . . . , 𝜈𝑁), вектор из единиц обо-
значим 1, 𝑒𝑙– вектор, у которого 𝑙–ая компонента равна 1, а остальные нулю.

2. Основные результаты
Теорема 1. Пусть 𝑣 < 0. Тогда для любых 𝑗, 𝑗0 ∈ {0, . . . , 𝑁} при 𝑖 → ∞

ℎ𝑖
0,𝑙 →

1 · 𝜋(𝑃1𝑒𝑙 − 𝑃−1ℎ
1
0,𝑙)

𝑣
.

Для доказательства теоремы 1 используется метод производящих функций. Вводится
матричнозначная функция

𝑃 (𝑥) = 𝑥𝑃1 + 𝑃0 + 𝑥−1𝑃−1, 𝑥 ∈ C ∖ {0},

затем рассматривается уравнение на производящую функцию последовательности векто-
ров {ℎ𝑖

𝑎(𝑧)|𝑧=1}∞𝑖=1 (последовательности производящих функций вероятностей достижения
в точке 𝑧 = 1). Анализ аналитичности производящей функции позволяет выразить 𝜈 через
параметры задачи. Также, с помощью [1], был получен алгоритм поиска векторов ℎ1

0,𝑙 для
всех 𝑙 ∈ 0, 1, ..., 𝑁 ,

Теорема 2. Для каждого 𝑗 ∈ {0, . . . , 𝑁} определим

𝑁𝑛(𝑗) =
𝑁∑︁

𝑗0=0

𝑛∑︁
𝑖=1

1{𝜉2𝜏𝑖 = 𝑗 | 𝜉0 = (𝑖, 𝑗0)},

т.е. число частиц, стартовавших с первой координатой не больше 𝑛 и поглотившихся
в точке (0, 𝑗). Тогда при 𝑣 < 0

𝑁𝑛(𝑗)∑︀𝑁
𝑘=0 𝑁𝑛(𝑘)

п.н.−−−→
𝑛→∞

1 · 𝜋(𝑃1𝑒𝑙 − 𝑃−1ℎ
1
0,𝑙)

𝑣
.

Доказательство теоремы 3 опирается на усиленный закон больших чисел Колмогорова,
на теорему 2, и на тот факт, что ℎ𝑖,𝑗0

0,𝑗 сходится к 𝜈𝑗 при 𝑖 → ∞.
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