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<p>Предположим, что у нас есть выборка независимых одинаково распределённых
случайных величин 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 с неизвестной функцией распределения 𝐹1. Рассмотрим
задачу проверки согласия:

𝐻0 : 𝐹1 = 𝐹0 против 𝐻1 : 𝐹1 ̸= 𝐹0.

Пусть 𝑃𝑖 обозначает вероятностную меру, соответствующую 𝐹𝑖, 𝑖 = 0, 1. Разобьём прямую
на 𝑁 интервалов ∆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , равновероятных относительно 𝑃0. Пусть 𝜈𝑖 — число
наблюдений, попавших в 𝑖-й интервал, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . Классический критерий согласия 𝜒2

впервые был введён Карлом Пирсоном в 1900 году [1]. Статистика критерия в нашей
модели имеет следующий вид:

𝜒𝑛 =
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝜈𝑖 − 𝑛𝑝)2

𝑛𝑝
.

Предположим, что 𝐹1 ̸= 𝐹0, то есть нулевая гипотеза не верна. Пусть 𝑝
(1)
𝑖 — вероятность

интервала ∆𝑖 при 𝑃1, 𝑖 ∈ 1, . . . , 𝑁 . Даже если 𝐹1 и 𝐹0 различаются, их вероятности внут-
ри каждого интервала могут быть почти одинаковыми; то есть 𝑝

(1)
𝑖 ≈ 1/𝑁 для всех 𝑖.

Поскольку 𝜒2-критерий сравнивает частоты только по этим интервалам, он может не об-
наружить различие между 𝐹1 и 𝐹0. Чтобы снизить влияние этот эффекта, мы используем
разбиения на 𝑁 интервалов. Для каждого разбиения мы группируем интервалы в 𝑘 ячеек,
причём каждая ячейка является объединением одного или нескольких соседних интерва-
лов. Для этого разбиения мы вычисляем 𝜒2-статистику. Итоговая статистика есть сумма
этих малых статистик. Такой подход позволяет учитывать различия, проявляющиеся на
нескольких интервалах, и помогает различать 𝐹1 и 𝐹0. Пусть 𝑆𝑛 обозначает статистику
критерия. Представим 𝑆𝑛 в виде

𝑆𝑛 = 𝑋𝑛𝐴𝑋
𝑇
𝑛 ,

где

𝑋𝑛 =

(︂
𝜈1 − 𝑛𝑝
√
𝑛𝑝

, . . . ,
𝜈𝑁 − 𝑛𝑝
√
𝑛𝑝

)︂
,

а 𝐴 = {𝛼𝑖𝑗} — матрица размера 𝑁 ×𝑁 . Элементы 𝛼𝑖𝑗 зависят от параметров 𝑁 и 𝑘. Наш
основной результат следующий. Теорема. При выполнении нулевой гипотезы имеет место:

𝑆𝑛
𝑑−→ 𝑍𝑇𝑀𝑍, 𝑛 → ∞,

где 𝑍 — столбец размерности𝑁−1 со стандартным многомерным нормальным распределе-
нием, а𝑀 — симметричная положительно определённая матрица размера (𝑁−1)×(𝑁−1).
Явный вид матрицы 𝑀 будет приведён в докладе.</p>
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