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В докладе будет рассмотрена задача максимизации горизонтальной дальности с огра-
ничением на расход топлива. Движение центра масс аппарата происходит в горизонталь-
ной плоскости. Считаем, что сопротивление среды отсутствует, а скорость аппарата посто-
янная. В качестве модели движения возьмем систему уравнений Маркова-Дубинса [1],[2],
в которой движение в плоскости реализуется за счет реактивной силы, компенсирующей
силу тяжести, и силы, ортогональной траектории. Уравнения движения в безразмерном
виде:

𝑥̇ = cos 𝜃, 𝑦̇ = sin 𝜃, 𝜃 = 𝑢, (1)

где 𝑥, 𝑦 – горизонтальная и вертикальная координаты центра масс аппарата, 𝜃 – угол
между вектором скорости и направлением оси абсцисс, 𝑢 – сила тяги. Начальные и краевые
условия:

𝑥 (0) = 𝑥0, 𝑦 (0) = 𝑦0, 𝜃 (0) = 𝜃0, 𝑦(𝑇 ) = 𝑦1, 𝜃 (𝑇 ) = 𝜃1. (2)

Ограничения на управление 𝑢 имеют вид −𝑢̄ 6 𝑢(𝑡) 6 𝑢̄. Целью управления является
минимизация функционала вида

𝐽 = −𝑥 (𝑇 ) + 𝑘

𝑇∫︁
0

√
1 + 𝑢2 𝑑𝑡→ min

|𝑢|6𝑢̄
, (3)

Здесь 𝑘 > 0 – заданная константа. Время процесса 𝑇 считаем фиксированным.
С использованием принципа максимума Понтрягина [3], исходная задача оптимального

управления (1)-(3) была сведена к краевой для системы нелинейных дифференциальных
уравнений ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥̇ = cos 𝜃, 𝑥 (0) = 𝑥0,
𝑦̇ = sin 𝜃, 𝑦 (0) = 𝑦0, 𝑦 (𝑇 ) = 𝑦1,

𝜃 = 𝑢, (0) = 𝜃0, 𝜃 (𝑇 ) = 𝜃1,

𝜓̇𝜃 = sin 𝜃 − 𝑎 cos 𝜃, 𝜓𝜃 (𝑇 ) = 𝑏.

(4)

Задача состоит в нахождении такого 𝜓𝜃(0), при котором 𝜓𝜃(𝑇 ) = 𝑏. Управление 𝑢(𝑡) опре-
деляется по следующему правилу:

𝑢 (𝑡) =

⎧⎨⎩
𝑢̄, 𝑢extr > 𝑢̄,
𝑢extr,−𝑢̄ < 𝑢extr < 𝑢̄,
−𝑢̄, 𝑢extr 6 −𝑢̄.

(5)

Здесь 𝑢extr определяется из соотношения
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𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 ⇐⇒ 𝑢extr =

𝜓𝜃√︀
𝑘2 − 𝜓2

𝜃

,

где выражение для гамильтониана задачи (1)-(3) имеет вид

𝐻 = 𝑎 cos 𝜃 + 𝑏 sin 𝜃 + 𝜓𝜃𝑢− 𝑘
√

1 + 𝑢2. (6)

С использованием первого интеграла (6) было установлено число переключений управле-
ния 𝑢 вдоль оптимальной траектории (не более двух). Качественное исследование дина-
мической системы ⎧⎨⎩ 𝜃 = 𝑢,

𝑢̇ =
(sin 𝜃 − 𝑎 cos 𝜃) (1 + 𝑢2)

3/2

𝑘
.

(7)

c помощью метода фазовой плоскости позволяет установить следующее: при достаточно
больших временах процесса 𝑇 движение происходит в окрестности седловой точки в плос-
кости (𝜃, 𝑢), что соответствует магистральному движению (квазипрямолинейный участок
оптимальной траектории). Установлена структура оптимального управления. Аналитиче-
ски построен синтез оптимального управления. Численное моделирование иллюстрирует
результаты, полученные аналитически.
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