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Классическое доказательство [1, Гл. 1, §3, теорема 2] теоремы Кантора–Бернштейна, в
котором по инъективным отображениям 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 конструктивно строится
биекция 𝑓𝜔 : 𝑋 → 𝑌 позволяет не только доказать равномощность множеств 𝑋 и 𝑌 (|𝑋| =
|𝑌 |), но и применить построенную биекцию в теории расстояния Громова–Хаусдорфа [2,
3, 4, 5].

Основной результат работы (следствие ) показывает, что для произвольных (одинако-
вой мощности) метрических пространств 𝑋 и 𝑌 инъективное 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻 , сюръективное 𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻 и
биективное 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻 расстояния Громова–Хаусдорфа совпадают.

В [6, теорема 4.6] доказано, что для однородных по мощности метрических пространств
расстояние Громова–Хаусдорфа 𝑑𝐺𝐻 определяется парами инъективных 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻 , сюръектив-
ных 𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻 и даже биективных отображений 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻 . В этом плане основной результат нашей
работы является распространением части упомянутого результата (равенства трех послед-
них расстояний) на произвольные метрические пространства.

Кроме того, предложенная нами формулировка теоремы Кантора–Бернштейна позво-
ляет (теорема ) более просто, на наш взгляд, получить упомянутую выше [6, теорема 3.1]
редукцию двух произвольных отображений к биекции.

Для любых инъективных отображений 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 существует такая би-
екция 𝑓𝜔 : 𝑋 → 𝑌 , что для всякой точки 𝑥 ∈ 𝑋 справедливо по крайней мере одно из
следующих условий:

1) 𝑓𝜔(𝑥) = 𝑓(𝑥);
2) 𝑓𝜔(𝑥) = 𝑔−1(𝑥).
Справедливость этой теоремы легко проверяется по любой публикации общепринятого

доказательства теоремы Кантора–Бернштейна.
Мы будем писать 𝑥 ∈ 𝐼, если точка 𝑥 удовлетворяет условию 1) и 𝑥 ∈ 𝐼𝐼, если точка 𝑥

удовлетворяет условию 2).
Пусть на 𝑋 и 𝑌 заданы метрики и пусть в описанных выше обозначениях отображения

𝑓 и 𝑔 удовлетворяют для некоторых чисел 𝑑−𝑓 , . . . условиям

−𝑑−𝑓 ≤ |𝑓(𝑥)𝑓(𝑥′)| − |𝑥𝑥′| ≤ 𝑑+𝑓 для любых точек 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋, (1)

−𝑑−𝑔 ≤ |𝑔(𝑦)𝑔(𝑦′)| − |𝑦𝑦′| ≤ 𝑑+𝑔 для любых точек 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑌, (2)

−𝑑−(𝑓,𝑔) ≤ |𝑓(𝑥)𝑦| − |𝑥𝑔(𝑦)| ≤ 𝑑+(𝑓,𝑔) для любых точек 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌. (3)

Далее под 𝑑+𝑓 , . . . будет пониматься inf (в рассматриваемой ситуации это min) соответ-
ствующих чисел. Очевидно, что 𝑑+(𝑔,𝑓) = 𝑑−(𝑓,𝑔) и 𝑑−(𝑔,𝑓) = 𝑑+(𝑓,𝑔). Обычно рассматривается
искажение dis 𝑓 = max{𝑑+𝑓 , 𝑑

−
𝑓 }, в терминах которого определяются 𝑑-изометрии, и коис-

кажение codis(𝑓, 𝑔) = max{𝑑+(𝑓,𝑔), 𝑑
−
(𝑓,𝑔)}. Отображение 𝑓 называется 𝑑-изометрией, если

dis 𝑓 ≤ 𝑑. Однако односторонние оценки тоже имеют применения – так определяются
𝑑+𝑓 -нерастягивающие отображения [7].

Эти понятия (числа) определяют расстояние Громова-Хаусдорфа [5, Theorem 7.3.25]
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𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
inf

{︀
max{dis 𝑓, codis(𝑓, 𝑔), dis 𝑔} : 𝑓 : 𝑋 → 𝑌, 𝑔 : 𝑌 → 𝑋

}︀
. (4)

Иногда рассматривается модифицированное расстояние Громова-Хаусдорфа [8], которое
является вычислительно (алгоритмически) более простым,

𝑚𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
inf

{︀
max{dis 𝑓, dis 𝑔} : 𝑓 : 𝑋 → 𝑌, 𝑔 : 𝑌 → 𝑋

}︀
. (5)

В этом русле естественным образом определяется (модифицированное) инъективное (𝑚)𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ),
сюръективное (𝑚)𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) и биективное (𝑚)𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) расстояние Громова-Хаусдорфа

𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
inf

{︀
max{dis 𝑓, codis(𝑓, 𝑔), dis 𝑔} : 𝑓 : 𝑋 → 𝑌, 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 are bijective

}︀
. (6)

Именно таким образом в работах [9, 10] определено непрерывное расстояние Громова-
Хаусдорфа 𝑑𝑐𝐺𝐻 . Очевидно, что 𝑚𝑑∀𝐺𝐻 ≤ 𝑑∀𝐺𝐻 и (𝑚)𝑑𝐺𝐻 ≤ (𝑚)𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻 ≤ (𝑚)𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻 , (𝑚)𝑑𝐺𝐻 ≤
(𝑚)𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻 ≤ (𝑚)𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻 , (𝑚)𝑑𝐺𝐻 ≤ (𝑚)𝑑𝑐𝐺𝐻 .

Для биекции 𝑓 имеют место равенства

𝑑+𝑓−1 = 𝑑−𝑓 , 𝑑−𝑓−1 = 𝑑+𝑓 ; 𝑑+(𝑓,𝑓−1) = 𝑑+𝑓 , 𝑑−(𝑓,𝑓−1) = 𝑑−𝑓 .

Доказательство. Подставим в неравенства (1) 𝑥 = 𝑓−1(𝑦) и 𝑥′ = 𝑓−1(𝑦′). Два последних
равенства получаются подстановкой в неравенства (3) 𝑦 = 𝑓(𝑥′).

Имеют место равенства

𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
inf

{︀
max{dis 𝑓, codis(𝑓, 𝑓−1), dis 𝑓−1} : 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 is bijective

}︀
=

1

2
inf

{︀
dis 𝑓 : 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 is bijective

}︀
= 𝑚𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ).

Следствие показывает, что по крайней мере для конечных метрических пространств
(одинаковой мощности) 𝑋 и 𝑌 вычисление биективного расстояния между ними при вы-
числении последнего исключительно по определению требует перебора существенно мень-
шего числа случаев. Для конечных множеств 𝑋 и 𝑌 одинаковой мощности для отображе-
ния 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 понятия инъективности, сюръективности и биективности совпадают. Для
отображения бесконечных множеств эти понятия попарно различны. Покажем, что для
расстояния Громова–Хаусдорфа эти три разных класса отображений приводят к одному
понятию (числу).

В описанных выше обозначениях справедливы неравенства

|𝑓(𝑥)𝑓𝜔(𝑥)| ≤

{︃
0 при 𝑥 ∈ 𝐼,

max{𝑑−(𝑓,𝑔), 𝑑
+
(𝑓,𝑔)} при 𝑥 ∈ 𝐼𝐼;

−𝑑−𝑓 ≤ |𝑓𝜔(𝑥)𝑓𝜔(𝑥′)| − |𝑥𝑥′| ≤ 𝑑+𝑓 для любых точек 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐼;

−𝑑+𝑔 ≤ |𝑓𝜔(𝑥)𝑓𝜔(𝑥′)| − |𝑥𝑥′| ≤ 𝑑−𝑔 для любых точек 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐼𝐼;

−𝑑−(𝑓,𝑔) ≤ |𝑓𝜔(𝑥)𝑓𝜔(𝑥′)| − |𝑥𝑥′| ≤ 𝑑+(𝑓,𝑔) для любых точек 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑥′ ∈ 𝐼𝐼.
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Доказательство. Для каждого случая приведем необходимые подробные выкладки.
Для каждой точки 𝑥 ∈ 𝐼 точки 𝑓(𝑦) и 𝑓𝜔(𝑥) совпадают.
Для каждой точки 𝑥 ∈ 𝐼𝐼 имеется такая точка 𝑦, что 𝑥 = 𝑔(𝑦). И в этом случае

𝑓𝜔(𝑥) = 𝑦 Тогда справедлива цепочка неравенств −𝑑−(𝑓,𝑔) = |𝑥𝑔(𝑦| − 𝑑−(𝑓,𝑔) ≤ |𝑓(𝑥)𝑦| =

|𝑓(𝑥)𝑓𝜔(𝑥)| ≤ |𝑥𝑔(𝑦)|+ 𝑑+(𝑓,𝑔) = 𝑑+(𝑓,𝑔).
Для точек 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐼 справедлива цепочка неравенств |𝑥𝑥′|−𝑑−𝑓 ≤ |𝑓(𝑥)𝑓(𝑥′)| = |𝑓𝜔(𝑥)𝑓𝜔(𝑥′)| ≤

|𝑥𝑥′|+ 𝑑+𝑓 .
Для точек 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐼𝐼 справедлива цепочка неравенств |𝑥𝑥′|−𝑑+𝑔 = |𝑔𝑓𝜔(𝑥)𝑔𝑓𝜔(𝑥′)|−𝑑+𝑔 ≤

|𝑓𝜔(𝑥)𝑓𝜔(𝑥)| ≤ |𝑔𝑓𝜔(𝑥)𝑔𝑓𝜔(𝑥′)|+ 𝑑−𝑔 = |𝑥𝑥′|+ 𝑑−𝑔 .
Для точек 𝑥 ∈ 𝐼 и 𝑥′ ∈ 𝐼𝐼 справедлива цепочка неравенств |𝑥𝑥′| − 𝑑−(𝑓,𝑔) = |𝑥𝑔𝑓𝜔(𝑥′)| −

𝑑−(𝑓,𝑔) ≤ |𝑓(𝑥)𝑓𝜔(𝑥′)| ≤ |𝑥𝑔𝑓𝜔(𝑥′)|+ 𝑑+(𝑓,𝑔) = |𝑥𝑥′|+ 𝑑+(𝑓,𝑔).

Лемма 1. Для сюръективных отображений 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 метрических про-
странств и однозначных селекций 𝑓 : 𝑌 → 𝑋 и 𝑔 : 𝑋 → 𝑌 их обратных отображений
(𝑓 ⊂ 𝑓−1 и 𝑔 ⊂ 𝑔−1) справедливы неравенства

−𝑑+𝑓 ≤ |𝑓(𝑦)𝑓(𝑦′)| − |𝑦𝑦′| ≤ 𝑑−𝑓 для любых точек 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑌 ;

−𝑑+𝑔 ≤ |𝑔(𝑥)𝑔(𝑥′)| − |𝑥𝑥′| ≤ 𝑑−𝑔 для любых точек 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋;

−𝑑−(𝑓,𝑔) ≤ |𝑔(𝑥)𝑦| − |𝑥𝑓(𝑦)| ≤ 𝑑+(𝑓,𝑔) для любых точек 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌.

Доказательство. Пусть 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 это произвольные сюръективные отобра-
жения. По условию отображения 𝑓 и 𝑔 являются инъективными селекциями отображений
𝑓−1 и 𝑔−1 соответственно. Эти отображения характеризуются справедливостью для них
равенств 𝑓 ∘ 𝑓 = Id𝑌 и 𝑔 ∘ 𝑔 = Id𝑋 соответственно. Оценим их искажения и коискажения.
Для каждого случая приведем необходимые подробные выкладки.

Для точек 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑌 точки 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑦′) ∈ 𝑋 выбраны так, что 𝑓
(︀
𝑓(𝑦)

)︀
= 𝑦 и 𝑓

(︀
𝑓(𝑦′)

)︀
= 𝑦′.

Поэтому |𝑓(𝑦)𝑓(𝑦′)| − 𝑑−𝑓 ≤ |𝑓
(︀
𝑓(𝑦)

)︀
𝑓
(︀
𝑓(𝑦′)

)︀
| = |𝑦𝑦′| ≤ |𝑓(𝑦)𝑓(𝑦′)|+ 𝑑+𝑓 .

Случай отображения 𝑔 рассматривается аналогично.
Для точек 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑌 справедлива цепочка неравенств |𝑥𝑓(𝑦)|−𝑑−(𝑓,𝑔) = |𝑔𝑔(𝑥)𝑓(𝑦)|−

𝑑−(𝑓,𝑔) ≤ |𝑔(𝑥)𝑓𝑓(𝑦)| = |𝑔(𝑥)𝑦| ≤ |𝑔𝑔(𝑥)𝑓(𝑦)|+ 𝑑+(𝑓,𝑔) = |𝑥𝑓(𝑦)|+ 𝑑+(𝑓,𝑔).
Для метрических пространств 𝑋 и 𝑌 одной мощности имеют место равенства

𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑚𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ).

Доказательство. Неравенства 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) ≤ 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) и 𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) ≤ 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) оче-
видны. Неравенство 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) ≤ 𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) содержится в лемме 1.

Докажем неравенство 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) ≤ 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ). Достаточно рассмотреть случай 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) <
∞. Для заданного 𝜀 > 0 рассмотрим такие инъективные отображения 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и
𝑔 : 𝑌 → 𝑋, что

max{dis 𝑓, codis(𝑓, 𝑔), dis 𝑔} < 2𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) + 2𝜀.

Согласно предложению для биекции 𝑓𝜔 из теоремы справедливо неравенство dis 𝑓𝜔 ≤
max{dis 𝑓, codis(𝑓, 𝑔), dis 𝑔} < 2𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) + 2𝜀. Согласно следствию справедливо неравен-
ство 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) ≤ 1

2
dis 𝑓𝜔 < 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) + 𝜀. Из произвольности положительного числа 𝜀

вытекает требуемое неравенство 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) ≤ 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ).

Для метрических пространств |𝑋| = |𝑌 | = 2 с diam𝑋 = 𝑎 > 0 и diam𝑌 = 𝑎′ > 0 имеет
место равенство
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𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = ... = 𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑚𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
|𝑎− 𝑎′|.

Для метрических пространств |𝑋| = |𝑌 | = 3 с попарными расстояниями между точка-
ми dist𝑋 = {𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐 > 0} и dist𝑌 = {𝑎′ ≥ 𝑏′ ≥ 𝑐′ > 0} справедливы равенства

𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = ... = 𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑚𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) =
1

2
max{|𝑎− 𝑎′|, |𝑏− 𝑏′|, |𝑐− 𝑐′|}.

Для любых чисел 𝑎 > 𝑑 > 0 имеются такие четырехточечные метрические простран-
ства |𝑋| = |𝑌 | = 4, что справедливы равенства

𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑚𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑚𝑑𝑠𝑢𝑟𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑚𝑑𝑖𝑛𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑎,

𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑑𝑐𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑚𝑑𝑐𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑚𝑑𝐺𝐻(𝑋, 𝑌 ) = 𝑑.

Доказательство. Возьмем на координатной плоскости sup-норму. Пусть 𝑋 =
{︀
𝐴− =

(−2𝑎,−𝑑), 𝐴+ = (−2𝑎, 𝑑), 𝐵 = (0, 0), 𝐶 = (2𝑎, 0)
}︀

и 𝑌 =
{︀
𝐴 = (−2𝑎, 0), 𝐵− = (0,−𝑑), 𝐵+ =

(0, 𝑑), 𝐶 = (2𝑎, 0)
}︀
. Для биективного отображения 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 возможны следующие слу-

чаи.
1. Пусть |𝑓(𝐴−)𝑓(𝐴+)| = 2𝑑. Без ограничения общности можно считать, что 𝑓(𝐴−) =

𝐵− и 𝑓(𝐴+) = 𝐵+. Тогда |𝑓(𝐵)𝑓(𝐶)| = 4𝑎. Поэтому dis 𝑓 ≥ 2𝑎.
2. Пусть |𝑓(𝐴−)𝑓(𝐴+)| = 2𝑎. Без ограничения общности можно считать, что 𝑓(𝐴−) = 𝐴

и 𝑓(𝐴+) = 𝐵+.
Если 𝑓(𝐶) = 𝐶, то |𝐴+𝐶| = 4𝑎 и |𝑓(𝐴+)𝑓(𝐶)| = 2𝑎. Поэтому dis 𝑓 ≥ 2𝑎.
Если 𝑓(𝐵) = 𝐶, то |𝐴−𝐵| = 2𝑎 и |𝑓(𝐴−)𝑓(𝐵)| = 4𝑎. Поэтому dis 𝑓 ≥ 2𝑎.
Легко проверить, что для биекции, задаваемой формулой 𝑓(𝐴−) = 𝐵−, 𝑓(𝐴+) = 𝐵+,

𝑓(𝐵) = 𝐴, 𝑓(𝐶), имеет место равенство dis 𝑓 = 2𝑎.
Пусть дано отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 множеств и в 𝑌 дано такое семейство подмножеств

𝜆𝑌 = {𝑈𝜈 : 𝜈 ∈ 𝑁}, покрывающее 𝑓(𝑋), т.е. 𝑓(𝑋) ⊂ ∪𝜈∈𝑁𝑈𝜈 , что |𝑈𝜈 | ≥ |𝑋| для всякого
индекса 𝜈 ∈ 𝑁 . Тогда существует такое вложение 𝑓|𝑋| : 𝑋 → 𝑌 , что для всякой точки
𝑥 ∈ 𝑋 точки 𝑓|𝑋|(𝑥) и 𝑓(𝑥) лежат в одном элементе покрытия 𝜆𝑌 .

Доказательство. Для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑋 фиксируем такой индекс 𝜈𝑥, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜈𝑥 .
Занумеруем точки 𝑋 кардиналом 𝜏 = |𝑋|: 𝑋 = {𝑥𝛼 : 𝛼 < 𝜏}. Обозначим 𝑋𝛼 = {𝑥𝛽 : 𝛽 < 𝛼}
для 𝛼 ≤ 𝜏 . Трансфинитной индукцией по 𝛼 ≤ 𝜏 построим такие вложения 𝑓𝛼 : 𝑋𝛼 → 𝑌 ,
что для каждого 𝛽 < 𝛼 выполняются условия:

𝑓𝛼|𝑋𝛽
= 𝑓𝛽 и 𝑓𝛼(𝑥𝛽) ∈ 𝑈𝜈𝑥𝛽

.
Предположим, что для 𝛽 < 𝛼 построение проведено. Если 𝛼 предельный ординал, то

положим 𝑓𝛼 = ∪𝛽<𝛼𝑓𝛽.
Рассмотрим случай, когда 𝛼 не предельный ординал, то есть 𝛼 = 𝛽+1 для некоторого

𝛽 < 𝛼.
Определим 𝑓𝛼 : 𝑋𝛼 → 𝑌 . Для 𝛾 < 𝛽 положим 𝑓𝛼(𝑥𝛾) = 𝑓𝛽(𝑥𝛾). Определим 𝑓𝛼(𝑥𝛽).

Положим 𝑓𝛼(𝑥𝛽) = 𝑦, где выбираем 𝑦 ∈ 𝑈𝜈𝑥𝛽
∖
(︀
𝑓𝛽(𝑋𝛽)

)︀
.

Тогда отображение 𝑓𝜏 : 𝑋 → 𝑌 является искомым вложением.
Теперь легко получается редукция из работы [6, теорема 3.1] произвольных отображе-

ний к биекциям.
Пусть даны отображения 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 множеств и такие их покрытия

𝜆𝑋 = {𝑉𝜇} и 𝜆𝑌 = {𝑈𝜈} соответственно, что |𝑋| = |𝑌 | = |𝑉𝜇| = |𝑈𝜈 | = 𝜏 для любых
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индексов 𝜇, 𝜈. Тогда существует такая биекция 𝑓𝜔 : 𝑋 → 𝑌 , что для всякой точки 𝑥 ∈ 𝑋
справедливо по крайней мере одно из следующих условий:

1) 𝑓𝜔(𝑥) и 𝑓(𝑥) лежат в одном элементе покрытия 𝜆𝑌 ;
2) 𝑓−1

𝜔 (𝑦) и 𝑔(𝑦) лежат в одном элементе покрытия 𝜆𝑋 .

Доказательство. Согласно теореме существуют такие вложения 𝑓𝜏 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔𝜏 : 𝑌 →
𝑋, что 𝑓𝜏 (𝑥) ∈ 𝑈𝜈𝑥 и 𝑔𝜏 (𝑦) ∈ 𝑉𝜇𝑦 для любых точек 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑌 . Теорема задает по
вложениям 𝑓𝜏 и 𝑔𝜏 требуемую биекцию 𝑓𝜔.

К сожалению метрика 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻 не является полной. Достаточно взять неодноточечное мет-
рическое пространство 𝑋 конечного диаметра diam𝑋 = 𝑑 < ∞. Тогда при 𝜆 → 0+ по-
добные пространства 𝜆𝑋 образуют фундаментальную последовательность, у которой нет
предела (в метрике 𝑑𝑏𝑖𝐺𝐻). Здесь для метрического пространства (𝑋, 𝜚) и 𝜆 > 0 через 𝜆𝑋
обозначается (𝑋,𝜆𝜚).
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