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Краевые задачи для системы уравнений дивергенция-ротор имеют важное прикладное
значение в электростатике и гидродинамике. Они были предметом многих исследований
[1]-[3]. В двумерном случае система

divE = 𝑓, rotE = 0

описывает безвихревое поле E с заданным источником 𝑓 . С условием Дирихле для раз-
решимости системы требуется выполнение условия согласования правой части и краевого
условия.

Постановка задачи. В кольцевой области

𝐾 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 | 𝑟0 < |𝑥| < 𝑟1}

требуется найти E = (𝐸𝜌, 𝐸𝜃), удовлетворяющее системе⎧⎪⎨⎪⎩
divE = 𝑓(𝑟, 𝜙),

rotE = 0,

E|𝜕𝐾 = 𝑢(𝑥),

с заданными непрерывными функциями 𝑓, 𝑢.
Решение ищется в виде ряда Фурье по 𝜙:

𝐸𝜌 =
∑︁
𝑘∈Z

𝐸𝜌,𝑘(𝑟)𝑒𝑖𝑘𝜙, 𝐸𝜃 =
∑︁
𝑘∈Z

𝐸𝜃,𝑘(𝑟)𝑒𝑖𝑘𝜙, 𝑓 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑓𝑘(𝑟)𝑒𝑖𝑘𝜙.

Для каждой гармоники 𝑘 получается система ОДУ, решаемая методом вариации посто-
янных.

Условия разрешимости. Применяя формулу Грина к комбинациям уравнений с про-
извольными голоморфными функциями Φ(𝑧), где 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2, получаем необходимое
условие: ∫︁

𝐾

𝑓 Φ(𝑧) 𝑑𝑥 =

∮︁
𝜕𝐾

(𝑢 · n) Φ(𝑧) 𝑑𝑙 − 𝑖

∮︁
𝜕𝐾

𝑢Φ(𝑧)dl.

Достаточное условие: требование для произвольной голоморфной функции можно све-
сти к проверке лишь для счётного множества функций вида 𝑧𝑘. Коэффициенты Фурье
поля при этом восстанавливаются однозначно.

В частном случае при 𝑢 = 0 эти соотношения принимают вид
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𝐾

𝑓 𝑧𝑘 𝑑𝑥 = 0 ∀𝑘 ∈ Z,

означающие ортогональность 𝑓 всем функциям 𝑧𝑘 в области 𝐾.
Таким образом, необходимые и достаточные условия разрешимости задачи div-rot в

кольце с условием Дирихле задаются интегральными равенствами для счётного семейства
функций 𝑧𝑘.
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