Рекуррентные соотношения чувствительности для парного фильтра Калмана
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В задачах статистической обработки сигналов одно из ключевых мест занимает проблема оценивания скрытого случайного процесса по доступным наблюдениям. Классический подход к решению данной задачи базируется на скрытых марковских моделях (СММ), в которых ненаблюдаемая последовательность предполагается марковской. В практических приложениях широко используется фильтр Калмана – оптимальный рекуррентный алгоритм.
В работе [1] предложено обобщение СММ — парные марковские цепи (ПМЦ). Отличие ПМЦ от классических моделей состоит в том, что марковским свойством наделяется не отдельный скрытый процесс, а пара процессов (процесс, наблюдение), что позволяет описывать более сложные зависимости между переменными, описывающими процесс и наблюдения. Как показано в [2], для линейных гауссовских парных моделей (ПММ) сохраняется возможность калмановской фильтрации, что приводит к разработке парного фильтра Калмана (ПФК). Численно устойчивые реализации ПФК на основе QR-разложений и UD-факторизации представлены в [3, 4].
Для практического применения ПФК часто необходимо знать значения параметров модели, которые могут быть неизвестны. Задача их оценивания по наблюдениям решается методами параметрической идентификации Эффективным методом решения считается минимизация отрицательного логарифма функции правдоподобия с использованием градиентных методов, что в свою очередь, требует вычисления производной или градиента данного функционала по оцениваемым параметрам [5].
Для анализа устойчивости дискретных стохастических систем к вариациям параметров, а также для решения задач идентификации градиентными методами, используются модели чувствительности. Обычно такая модель формируется путём дифференцирования уравнений фильтра, что приводит к системе матрично-векторных соотношений, называемых уравнениями чувствительности [6].
Анализ литературы показывает наличие разработок в смежных областях. Так, в работе [7] представлена модель чувствительности для линейных дискретных систем с неизвестными воздействиями, базирующаяся на алгоритме совместного оценивания. В источниках [8, 9] описаны методики расчёта производных для систем с аддитивными и мультипликативными шумами, включая подходы на основе UD-факторизации. В статье [10] рассмотрен способ расчёта градиента для информационного фильтра через процедуру MWGS-ортогонализации. Тем не менее, на момент доклада, явные выражения уравнений чувствительности для парного фильтра Калмана в публикациях отсутствовали.
Целью данного исследования является формирование системы рекуррентных соотношений для частных производных по параметру переменных, участвующих в алгоритме ПФК. На базе этих соотношений предлагается методика аналитического вычисления градиента логарифма функции правдоподобия, пригодная для идентификации параметров парных марковских моделей градиентными методами.
Модель парного фильтра Калмана представляет собой выражение:


где  обозначает скрытый вектор состояния,  — вектор наблюдений, доступных измерению,  — дискретный момент времени.,  — представляет собой гауссовский шум, характеризующийся ковариационной матрицей:

Принимается условие независимости начальных состояний ,  от шумовой последовательности .
Для компактности записи введем вспомогательные матричные обозначения:




Пусть  обозначает оценку состояния на момент , а  — соответствующую ковариационную матрицу ошибки. Стандартный алгоритм ПФК может быть сформулирован следующим образом:
Алгоритм 1. Классический ПФК
	Инициализация

	
	, 

	for k = 0 to N–1

	
	Этап экстраполяции

	
	,

	
	.

	
	Этап обработки измерений

	
	,

	
	,

	
	,

	
	,

	
	.	

	end for


Ставится задача получения уравнений чувствительности, предполагая, что матрицы системы, ковариации и начальные данные зависят от параметра θ. Требуется найти аналитические выражения для производных всех переменных фильтра по данному параметру.
Предполагается, что аналитические выражения для производных матриц системы известны:

,    .

2. Производные вспомогательных матриц.
Используя правило дифференцирования обратной матрицы , формируются соотношения для производных матриц перехода и шумовых характеристик:



3. Этап экстраполяции.
Путем дифференцирования уравнений экстраполяции получаем:


4. Этап обработки измерений.
Дифференцирование выражения для невязки дает:

Для ковариации невязки получаем:

Производная матрицы усиления вычисляется с учетом правил дифференцирования произведения и обратной матрицы:

Обновление оценки состояния и ковариации дифференцируется следующим образом:


Таким образом, уравнения чувствительности могут быть записаны в явном виде и могут использоваться, например, для анализа чувствительности парного фильтра или в методах параметрической идентификации парных марковских моделей для вычисления градиента критерия идентификации. 
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