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В работе исследуется задача диффузии в среде, состоящей из двух различных мате-
риалов, зона контакта между которыми имеет микронеоднородную структуру, контакт
является достаточно слабым и подчиняется закону односторонней связи. Целью работы
является построение эффективной математической модели, описывающей поведение та-
кой среды «в среднем».

Постановка задачи.
Пусть 𝑄 = 𝜔 × (−𝑙, 𝑙) — открытый ограниченный цилиндр в R𝑛, 𝑙 > 0, 𝜔 — гладкая

ограниченная область в R𝑛−1. Предполагается, что 𝑄 состоит из двух частей 𝑄+
𝜀 и 𝑄−

𝜀 , раз-
деленные осциллирующей границей Γ𝜀 = {𝑥 ∈ 𝑄, 𝑥𝑛 = 𝜀𝑘𝑔(𝑥

′

𝜀
)}, где 𝑘 > 0, 𝑥′ = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1)

и 𝑔 : (0, 1)𝑛−1 → R — периодическая положительная Липшицева функция, 𝑔 = max 𝑔, а 𝜀
— малый положительный параметр. При этом

𝑄+
𝜀 = {𝑥 ∈ 𝑄, 𝑥𝑛 > 𝜀𝑘𝑔(

𝑥′

𝜀
)}, 𝑄−

𝜀 = {𝑥 ∈ 𝑄, 𝑥𝑛 < 𝜀𝑘𝑔(
𝑥′

𝜀
)}.

Мы предполагаем, что

𝜔 × (0, 𝜀𝜅𝑔) = 𝐵+
𝜀 ∪𝐵−

𝜀 ∪ Γ𝜀 𝐵+
𝜀 = 𝜔 × (0, 𝜀𝜅𝑔) ∩𝑄+

𝜀 , 𝐵−
𝜀 = 𝜔 × (0, 𝜀𝜅𝑔) ∩𝑄−

𝜀 .

Обозначим 𝑌 = (0, 1)𝑛 и 𝑌 ′ = (0, 1)𝑛−1, а также пусть ℎ является 𝑌 ′-периодической
функцией, удовлетворяющей ℎ ∈ 𝐿∞(Γ), 0 < ℎ0 < ℎ(𝑦′) почти всюду на Γ = {𝑦𝑛 =
𝑔(𝑦′), 𝑦′ ∈ 𝑌 ′}, ℎ0 > 0, 𝑦′ = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1). Обозначим ℎ𝜀(𝑥′) = ℎ(𝑥

′

𝜀
).

Цель работы — изучить асимптотическое поведение решений следующей задачи:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∆𝑢𝜀 + 𝑎(𝑥)𝑢𝜀 = 𝑓 в 𝑄 ∖ Γ𝜀,

(∇𝑢𝜀)
− · 𝑛𝜀 = (∇𝑢𝜀)

+ · 𝑛𝜀 на Γ𝜀,

(∇𝑢𝜀)
+ · 𝑛𝜀 = 𝜀1−𝜅ℎ𝜀(𝑢+

𝜀 − 𝑢−
𝜀 ) на Γ𝜀,

𝑢𝜀 = 0 на 𝜕𝑄

(1)

при 𝜀 → 0, где 𝑎(𝑥) — ограниченная функция.
Пусть 𝐴0 — усреднённый тензор, определяемый через решение вспомогательной задачи

(см. [1]). Обозначим 𝑄+ = 𝑄∩ {𝑥 : 𝑥𝑛 > 0}, 𝑄− = 𝑄∩ {𝑥 : 𝑥𝑛 < 0}, Γ0 = 𝑄∩ {𝑥 : 𝑥𝑛 = 0}, а
также

𝐺1 =
1

|𝑌 ′|

∫︁
𝑌 ′

ℎ(1 + (|∇𝑔|2)1/2 𝑑𝑦′, 𝐺2 =
1

|𝑌 ′|

∫︁
𝑌 ′

ℎ 𝑑𝑦′, 𝐺3 =
1

|𝑌 ′|

∫︁
𝑌 ′

ℎ|∇𝑔| 𝑑𝑦′.

Имеет место утверждение.

1



Конференция «Международная площадка конференции "Ломоносов-2025" в
Азербайджане»

Теорема 1. ∙ Самоподобный случай (𝜅 = 1). В этом случае предельная (усреднённая)
задача имеет вид ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−div(𝐴0∇𝑢) + 𝑎(𝑥)𝑢 = 𝑓 в 𝑄 ∖ Γ0,

(𝐴0∇𝑢)− · 𝑛 = (𝐴0∇𝑢)+ · 𝑛 на Γ0,

(𝐴0∇𝑢)+ · 𝑛 = 𝐺1(𝑢
+ − 𝑢−) на Γ0,

𝑢 = 0 на 𝜕𝑄.

(2)

∙ Плоский случай (𝜅 > 1). В этом случае предельная (усреднённая) задача имеет вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−div(𝐴0∇𝑢) + 𝑎(𝑥)𝑢 = 𝑓 в 𝑄 ∖ Γ0,

(𝐴0∇𝑢)− · 𝑛 = (𝐴0∇𝑢)+ · 𝑛 на Γ0,

(𝐴0∇𝑢)+ · 𝑛 = 𝐺2(𝑢
+ − 𝑢−) на Γ0,

𝑢 = 0 на 𝜕𝑄.

(3)

∙ Быстро осциллирующая граница (0 < 𝑘 < 1). В этом случае предельная (усреднён-
ная) задача имеет вид ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−div(𝐴0∇𝑢) + 𝑎(𝑥)𝑢 = 𝑓 в 𝑄 ∖ Γ0,

(𝐴0∇𝑢)− · 𝑛 = (𝐴0∇𝑢)+ · 𝑛 на Γ0,

(𝐴0∇𝑢)+ · 𝑛 = 𝐺3(𝑢
+ − 𝑢−) на Γ0,

𝑢 = 0 на 𝜕𝑄.

(4)
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