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Определение. Пусть 𝐷 = {𝑑1, . . . , 𝑑𝑟} ⊂ {0, 1, . . . , 𝑛 − 1}𝑘, где 𝑛 ≥ 2, а 1 < #𝐷 <
𝑛𝑘. Фрактальным 𝑘-кубом порядка 𝑛 с множеством единиц 𝐷 называют компактное
множество 𝐾 ⊂ 𝑅𝑘, удовлетворяющее

𝐾 =
𝐾 +𝐷

𝑛
.

Пусть 𝑃 = [0, 1]𝑘, тогда любой фрактальный 𝑘-куб содержится в 𝑃 .
Определим грани куба 𝑃 . Пусть 𝛼 ∈ 𝐴 = {−1, 0, 1}𝑘, тогда 𝑃𝛼 = 𝑃 ∩ (𝑃 + 𝛼) есть

𝛼-грань куба 𝑃 . Размерность такой 𝛼-грани есть dim(𝑃𝛼) = 𝑘 −
∑︀𝑘

𝑖=1 |𝛼𝑖|.
Пусть 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴, будем говорить, что 𝛽 подчинено 𝛼 (обозначим через 𝛽 A 𝛼), если для

любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 неравенство 𝛼𝑖 ̸= 0 влечёт 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖.
Для фрактального 𝑘-куба 𝐾 мы определим его грани 𝐾𝛼 как 𝐾𝛼 = 𝐾 ∩ 𝑃𝛼. Грани

фрактального куба есть фрактальные кубы.
Пусть 𝐾1 = 𝐷1+𝐾1

𝑛
и 𝐾2 = 𝐷2+𝐾2

𝑛
– фрактальные 𝑘 кубы. Мы доказываем следующую

теорему о пересечении фрактальных кубов:
Теорема. Семейство {𝐹𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴} пересечений 𝐹𝛼 = 𝐾1 ∩ (𝐾2 + 𝛼) удовлетворяет

системе уравнений
𝐹𝛼 =

⋃︁
𝛽⊒𝛼

𝑇𝛼𝛽(𝐹𝛽), 𝛼 ∈ 𝐴,

где для любого 𝛽 ⊒ 𝛼, 𝑇𝛼𝛽(𝐹𝛽) =
1
𝑛
(𝐹𝛽 +𝐺𝛼𝛽) и 𝐺𝛼𝛽 = 𝐷1 ∩ (𝐷2 + 𝑛𝛼− 𝛽).

Предложение. 𝐹𝛼 = ∅ тогда и только тогда, когда для любого 𝛽 ⊒ 𝛼 и любой
конечной последовательности 𝛼 = 𝛼0 @ 𝛼1 @ . . . @ 𝛼𝑝 = 𝛽 произведение #𝐺𝛼0𝛼1 ·
#𝐺𝛼1𝛼2 . . .#𝐺𝛼𝑝−1𝛼𝑝 ·#𝐺𝛽 равно нулю.

Мы доказали теоремы о размерности множества 𝐹0 и о признаке бесконечной меры
этого множества:

Теорема. Если 𝐹0 ̸= ∅, то размерность dim(𝐹0) = log𝑛𝑚, где 𝑚 = max{#𝐺𝛼, 𝛼 ∈ 𝐴 :
для любой последовательности 0 @ 𝛼1 @ . . . @ 𝛼𝑝−1 @ 𝛼 произведение #𝐺0𝛼1 ·#𝐺𝛼1𝛼2 ·
. . . ·#𝐺𝛼𝑝−1𝛼 ·#𝐺𝛼 ̸= 0}.

Теорема. Пусть #𝐺0 = #𝐺𝛽 и log𝑛#𝐺0 = 𝑠. Если существует последовательность
0 @ 𝛼1 @ . . . @ 𝛼𝑝−1 @ 𝛽 такая, что #𝐺0𝛼1 ·#𝐺𝛼1𝛼2 · . . . ·#𝐺𝛼𝑝−1𝛽 ≥ 1, то 𝐻𝑠(𝐹0) = ∞.
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