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Для заданного 𝑛 ∈ N обозначим через ̃︁ℳ𝑛 класс линейных дифференциальных систем

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

с непрерывными коэффициентами. Обозначим показатели Ляпунова системы (1) через
𝜆1(𝐴) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴), а их спектр — через Λ(𝐴) = (𝜆1(𝐴), . . . , 𝜆𝑛(𝐴)). Поскольку мы не пред-
полагаем коэффициенты рассматриваемых систем ограниченными, их показатели Ляпуно-
ва являются, вообще говоря, точками расширенной числовой прямой R ≡ R⊔{−∞,+∞},
которая наделяется порядковой топологией.

Для данных метрического пространства 𝑀 и функции 𝜃 : R+ → R рассмотрим класс
𝒬𝜃

𝑛[𝐴](𝑀) непрерывных по совокупности переменных функций 𝑄 : R+ ×𝑀 → R𝑛×𝑛, удо-
влетворяющих условиям:

1) sup𝑡∈R+
sup𝜇∈𝑀 ‖𝑄(𝑡, 𝜇)‖𝑒𝜃(𝑡)𝑡 < ∞;

2) для всяких 𝑘 = 1, 𝑛, 𝜇 ∈ 𝑀, выполняется неравенство

𝜆𝑘(𝐴(·) + 𝑄(·, 𝜇)) > 𝜆𝑘(𝐴).

Отметим, что для любой системы 𝐴 ∈ ̃︁ℳ𝑛 класс 𝒬𝜃
𝑛[𝐴](𝑀) не пуст, поскольку ему

заведомо принадлежит матрица 𝑄 ≡ 0.
Ставится задача полного дескриптивно-множественного описания для каждых 𝑛 > 2

и метрического пространства 𝑀 класса

Π𝒬𝜃
𝑛(𝑀) =

{︀(︀
Λ(𝐴),Λ(𝐴 + 𝑄)

)︀
| 𝐴 ∈ ̃︁ℳ𝑛, 𝑄 ∈ 𝒬𝜃

𝑛[𝐴](𝑀)
}︀
.

Указанную задачу можно рассматривать как обобщение примера Перрона [1, § 1.4] на
случай неограниченных коэффициентов.

Будем говорить [2, с. 224], что функция 𝑓 : 𝑀 → R принадлежит классу (*, 𝐺𝛿), если
для любого 𝑟 ∈ R прообраз 𝑓−1

(︀
[𝑟,+∞]

)︀
луча [𝑟,+∞] является 𝐺𝛿-множеством метри-

ческого пространства 𝑀. В частности, класс (*, 𝐺𝛿) — подкласс второго класса Бэра [2,
с. 248].

Решение поставленной задачи содержит следующая
Теорема. Для каждых метрического пространства 𝑀, натурального числа 𝑛 >

2 и непрерывной функции 𝜃 : R+ → R пара
(︀
𝑙, 𝑓

)︀
, где 𝑙 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑛) ∈

(︀
R
)︀𝑛 и 𝑓 =

(𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) : 𝑀 →
(︀
R
)︀𝑛

, принадлежит классу Π𝒬𝜃
𝑛(𝑀) тогда и только тогда, когда вы-

полняются следующие условия:

1) 𝑙1 6 . . . 6 𝑙𝑛;
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2) 𝑓1(𝜇) 6 . . . 6 𝑓𝑛(𝜇) для любого 𝜇 ∈ 𝑀 ;

3) 𝑓𝑖(𝜇) > 𝑙𝑖 для всех 𝜇 ∈ 𝑀 и 𝑖 = 1, 𝑛;

4) для любого 𝑖 = 1, 𝑛 функция 𝑓𝑖(·) : 𝑀 → R принадлежит классу (*, 𝐺𝛿).

Замечание. Аналог этой теоремы для случая систем с ограниченными коэффициен-
там установлен в работе [3].

Приведённая теорема показывает, что все теоретически возможные пары спектров ис-
ходной и параметрически возмущённой систем (при дополнительном условии, что все по-
казатели возмущённой системы не меньше, чем у исходной) можно получить в классе воз-
мущений, убывающих быстрее всякой экспоненты. Эта ситуация является специфичной
для класса систем с неограниченными коэффициентами, т.к. показатели Ляпунова систем
с ограниченными коэффициентами инвариантны относительно возмущений, убывающих
быстрее любой экспоненты [1, § 8.1].
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