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Из теоремы Лагранжа известно, что порядок каждой подгруппы конечной группы есть множитель порядка группы. Для любого фактора порядка группы необязательно существует подгруппа, порядком которой является этот фактор, поэтому закономерным является следующий вопрос: если фактор d порядка группы |G|, должна ли группа G иметь подгруппу порядка d? Частично ответить на этот вопрос может теорема, доказанная норвежским математиком Силовом, ныне известная как теорема Силова. Теорема Силова, как и теорема Лагранжа, является одной из самых фундаментальных теорем в конечных групповых раундах. Она описывает некоторые важные связи между конечной группой и некоторыми ее подгруппами, которые обеспечивают прочную основу для обсуждения структуры конечных групп. 
В этой статье будет представлено доказательство теоремы Силова и родственных лемм.   
Лемма 1: пусть p-группа G действует на конечном множестве X, если [image: image2.png]


 тогда в X должны быть фиксированные элементы. 
Доказательство: рассмотрим уравнения：[image: image5.png]


. (где [image: image7.png]


,[image: image9.png]


,…[image: image11.png]


— репрезентативный элемент всех различных орбиталей) Поскольку (m,p)=1, существует по крайней мере одно [image: image13.png]


, так что [image: image15.png]p t[G:5..]



, а так как G — группа p, то [G:[image: image17.png]


([image: image19.png]


. Таким образом, [image: image21.png]


, где G равно [image: image23.png]


, значит, xi — фиксированный элемент G.
Лемма 2: пусть группа p действует на конечном множестве X, |X|=m. Если t — количество фиксированных элементов в X, то[image: image25.png]



Доказательство: рассмотрим уравнения: [image: image27.png]|X| = |F;| + X7,




. Среди них [image: image29.png]


 — множество фиксированных элементов G в X, [image: image31.png]


,[image: image33.png]


,…[image: image35.png]


репрезентативный элемент всех различных орбит нефиксированных элементов, затем [image: image37.png]


, [image: image39.png]1>1



. Поскольку G — p-группа, [image: image41.png]p|[G:5..]



, значит [image: image43.png]


| (mod p), что является доказательством леммы. В целях обсуждения всегда предполагается, что G — конечная группа и порядок G равен [image: image45.png]|G| =p"m (n=1)



, где p — простое число, и [image: image47.png]


. 
Первая теорема Силова: пусть [image: image49.png]


, тогда в G должна быть подгруппа порядка [image: image51.png]


.
Доказательство: Применим математическую индукцию к [image: image53.png]|G|



.（1）Когда [image: image55.png]


, решение приятно.（2）Предполагая, что заключение верно для всех групп порядка меньше [image: image57.png]|G|



, рассмотрим групповое уравнение: [image: image59.png]|G| = |C(6)] + X7=,[G:5.:]



.[image: image61.png]


,[image: image63.png]


,…[image: image65.png]


 является репрезентативным элементом всех сопряженных классов нецентральных элементов. (i) Если [image: image67.png]p|C(G)



 , то в C(G) есть элементы порядка p, равные a. С [image: image69.png]aeC(G)



. Что [image: image71.png]


является подгруппой G, где[image: image73.png]|G/H| < |G|



 и [image: image75.png]


||G/H|. В результате индукции, G/H имеет подгруппу порядка [image: image77.png]


 , установленную равной [image: image79.png]


 , в таком случае:[image: image81.png]P = {g¢G|gHeP)



. Тогда P — подгруппа G и P/H= [image: image83.png]


, значит, [image: image85.png]IP| = |H]|P]




. (i) Если [image: image87.png]p t C(G)



то [image: image89.png]


 существует из-за [image: image91.png]P||G|



 , так что  [image: image93.png]pt[G:5..]



,[image: image95.png]


||C(xi)|. А из-за [image: image97.png]


, значит,[image: image99.png]|c(xi)| < |G|



 По индукции C(xi) имеет подгруппу порядка [image: image101.png]


 , которая также является подгруппой порядка [image: image103.png]


. Таким образом, теорема доказана.
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