Исследование поверхностных электромагнитных волн в CAS Sage
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В докладе мы показываем, как можно исследовать в системе компьютерной алгебры Sage поверхностные электромагнитные волны, которые распространяются вдоль границы изотропных и анизотропных сред.
О существовании поверхностных электромагнитных волн, распространяющихся вдоль границы раздела двух диэлектриков без потерь, впервые упоминается в работах 80-х годов XX века [1,2]. Однако лишь через 20 лет, появилось первое экспериментальное наблюдение [5], подтверждающее существование поверхностных волн Дьяконова.
Для исследования в Sage волны, распространяющиеся вдоль границы раздела изотропа с постоянной диэлектрической проницаемостью [image: image2.png]


 и анизотропа с диэлектрической проницаемостью [image: image4.png]diag(s, ,&,, £,)



, мы воспользовались аналитическими выражениями, полученными в работах [3,4].
Пусть при [image: image6.png]x<0



 имеется анизотроп, описанный выше, а при [image: image8.png]x>0



 - изотроп, т.е. анизотроп с [image: image10.png]


, тогда границей раздела будет служить плоскость [image: image12.png]


.
Поле в анизотропе ([image: image14.png]x<0



) будем искать в виде семейства решений уравнений
         [image: image15.png]E = (a,E,ePo" + a E ePe*) eikyytiks—iot




[image: image16.png]H = (a,H,ePo* + a H_ePs¥) ety +ikzz—int




где [image: image18.png]


 - волновое число, [image: image20.png]


 - круговая частота волны, [image: image22.png]k, = (0,k, k)



 - ее волновой вектор, [image: image24.png]


 - амплитуда двух парциальных волн, а положительные числа [image: image26.png]D, Pe



характеризуют скорость убывания волны в толще анизотропа.
Уравнения Максвелла дают следующие корни

 [image: image28.png]p2=k2 + k2 —¢, ki











[image: image30.png]ki + :—:k} — ek,









      (1)
также мы получили явные выражения для векторов [image: image32.png]


, которые здесь приводить не будем.

Для поиска поля в изотропе ([image: image34.png]x>0



) можно взять точно такое же семейство уравнений
[image: image35.png]E = (b,E! +b_E!) e Preikyy+ikzz—ivt




[image: image36.png]H=(b,H +bH') e Preikyrtiksz—iut




условившись, что штрих означает подстановку [image: image38.png]


 и [image: image40.png]


.
Для изотропа уравнения Максвелла дают одну и ту же константу [image: image42.png]


, характеризующую скорость убывания волны в толще изотропа:

  [image: image44.png]K2+
k2 —
ek



.





     (2)
Условия сопряжения электромагнитных полей на границе раздела приводят к системе однородных линейных уравнений относительно амплитуд [image: image46.png]


.

Обращение в нуль определителя системы, образованной уравнениями (1) и (2) дает уравнение 

[image: image48.png]k2 — ek
(k2 — ek2)p, + (k2 — e, kD)p)((k2 — ekd)e,p. + (k2 — e ,k2)ep) = (g, — £)2k2k2k2



. (3)

Следовательно, мы можем свести исследование существования поверхностных волн Дьяконова к чисто алгебраической задаче.

Если в пятимерном пространстве [image: image50.png]k,k.p,p.




, в области, вырезанной неравенствами
[image: image52.png]p, >0, p,>0 p=>0









     (4)
система алгебраических уравнений

[image: image54.png]po=kp ki —ekg
S+ 2k - ekd
pP= K2+ k2 kg
((k2 = ek®)p, + (k2 — e ,k2)p)((k2 — ekB)e,p, + (k2 — e ,k2)ep) = (e, — £)*k2k2k?




(5)
имеет решение, то этому решению отвечает поле, удовлетворяющее уравнениям Максвелла, условиям сшивке на границе раздела и экспоненциально убывающая при удалении от границы раздела. Нетривиальное решение такого вида называют поверхностной волной.

Таким образом, исследование существования поверхностных электромагнитных волн свелось к исследованию разрешимости системы (5) в области, вырезанной неравенствами (4).
Заметим, прежде всего, что систему можно избавить от [image: image56.png]


, приняв [image: image58.png]p =koq,0, = KoQor P = KoQ.



 и [image: image60.png]


.
Тогда систему уравнений (5) можно привести к следующему виду [image: image62.png]a =B tri-e,
=B+ -e,
q?=p+y -
(2 =2)g, + #* —2)a)(¥? —)e q, + (2 — &,)eq) = (g, — )2 B>,






      (6)
Система (6) состоит из 4 уравнении относительно 5 неизвестных, поэтому из неё можно исключить три неизвестные и найти связь между оставшимися двумя. Воспользовавшись техникой исключительных идеалов, реализованной в Sage, мы исключили неизвестные [image: image64.png]


 и получили уравнение вида [image: image66.png]


, коэффициенты которого зависят только от диэлектрических проницаемостей. Исследовав полученное уравнение в Sage, удалось выразить все неизвестные в радикалах через величину [image: image68.png]t
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, и тем самым заменить численное исследование аналитическим.
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