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Фиксируем любое 𝑠 ∈ N и рассмотрим действие группы 𝐺 = Z𝑠 на плоскости R2 вида
𝑧 −→ 𝑒2𝜋𝑖/𝑠𝑧, где 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ C ≈ R2. Рассмотрим морсовские функции 𝑔0 = 𝑔±,±

0 (𝑧) =
±|𝑧|2 = ±(𝑥2 + 𝑦2) при любом 𝑠 ≥ 1, и 𝑔0 = 𝑔+,−

0 (𝑧) = 𝑥2 − 𝑦2 при 𝑠 = 1, 2.
Рассмотрим два семейства Z𝑠−инвариантных ростков 𝑔𝑘 = 𝑔𝑘(𝑧, 𝜆, 𝑎), 𝑘 = 1, 2, в нуле:

𝑔1 = 𝑔1(𝑧, 𝜆, 𝑎) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
±𝑥2 + 𝑦3 + 𝜆𝑦, 𝑠 = 1,
±𝑥2 ± 𝑦4 + 𝜆𝑦2, 𝑠 = 2,
𝑅𝑒(𝑧3) + 𝜆|𝑧|2, 𝑠 = 3,
𝑅𝑒(𝑧𝑠) ± 𝑎|𝑧|4 + 𝜆|𝑧|2, 𝑠 ≥ 4, 𝑎2 ̸= 1 при 𝑠 = 4, 𝑎 > 0 при 𝑠 ≥ 5,

𝑔2 = 𝑔2(𝑧, 𝜆, 𝑎) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
±𝑥2 ± 𝑦4 − 𝜆2𝑦

2 + 𝜆1𝑦, 𝑠 = 1,
±𝑥2 ± 𝑦6 + 𝜆2𝑦

4 + 𝜆1𝑦
2, 𝑠 = 2,

𝑅𝑒(𝑧4) ± (1 + 𝜆2)|𝑧|4 ± 𝑎|𝑧|6 + 𝜆1|𝑧|2, 𝑠 = 4, 𝑎 > 0,
𝑅𝑒(𝑧5) ± 𝑎|𝑧|6 + 𝜆2|𝑧|4 + 𝜆1|𝑧|2, 𝑠 = 5, 𝑎 > 0,
𝑅𝑒(𝑧6) + 𝑎1|𝑧|6 ± 𝑎2|𝑧|8 + 𝜆2|𝑧|4 + 𝜆1|𝑧|2, 𝑠 = 6, 𝑎21 ̸= 1, 𝑎1𝑎2 ̸= 0.

Здесь 𝜆 ∈ R𝑘 — малый параметр, 𝑎 ∈ R𝑚 — «модуль», 𝑚 ∈ {0, 1, 2} — «модальность».
Теорема 1. Рассмотрим классы правой 𝐺−эквивалентности 𝐺−инвариантных рост-

ков функций 𝑔𝑘(𝑧, 0, 𝑎̂) двух переменных в нуле, 𝑘 = 0, 1, 2. Эти особенности имеют 𝐺−кораз-
мерность 𝑘, 𝐺−кратность Милнора 𝑘+𝑚+ 1, 𝐺−версальную деформацию 𝑔𝑘(𝑧, 𝜆, 𝑎) +𝜆0,
и образуют полный список 𝐺−инвариантных особенностей 𝐺−коразмерности 𝑘 ≤ 2. До-
полнение к их объединению в множестве n2𝐺 𝐺−инвариантных ростков в нуле, имеющих
критическую точку 0 с критическим значением 0, имеет коразмерность > 2 в n2𝐺.

Теорема 1 не следует из классификации [1] особенностей 𝐺−кратности Милнора ≤ 5.
Интегрируемая система на 2𝑛-мерном симплектическом многообразии (𝑀,Ω) зада-

ется гладким отображением 𝐹 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) : 𝑀 −→ R𝑛, где {𝑓𝑖, 𝑓𝑗} = 0. Возникает
лагранжево слоение с особенностями на 𝑀 , слои которого — это связные компоненты
множеств 𝐹−1(𝑐). Пусть 𝑀 компактно, поля 𝑋𝑓𝑗 касаются 𝜕𝑀 , и 𝐹 имеет «хорошее» по-
ведение около 𝜕𝑀 . Отображение 𝐹 порождает гамильтоново R𝑛−действие на 𝑀 .

Рассмотрим свободное действие группы Z𝑠 на полнотории 𝑉 := 𝐷2×𝑆1 ⊂ R2×𝑆1 вида
(𝑧, 𝜙1) −→ (𝑒2𝜋ℓ𝑖/𝑠𝑧, 𝜙1 + 2𝜋

𝑠
), где 𝜙1 ∈ 𝑆1 = R/(2𝜋Z), 0 ≤ ℓ < 𝑠, (ℓ, 𝑠) = 1. Рассмотрим

«цилиндр» 𝑊 := 𝐷𝑛−1 × (𝑆1)𝑛−2 с координатами (𝜆, 𝜙′) = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛−1, 𝜙2, . . . , 𝜙𝑛−1).
Оказывается, локальные особенности (т.е. R𝑛−орбиты) коранга 1 типичных интегри-

руемых систем имеют окрестности, послойно диффеоморфные стандартной модели вида

𝐹𝑠𝑡 : (𝑉/Z𝑠) ×𝑊 → R𝑛, 𝐹𝑠𝑡(𝑧, 𝜙1, 𝜆, 𝜙
′) = (𝑔𝑘(𝑧, 𝜆′, 𝑎(𝜆)), 𝜆), Ω𝑠𝑡 = d𝑥∧ d𝑦 +

𝑛−1∑︁
𝑗=1

d𝜆𝑗 ∧ d𝜙𝑗,
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где 0 ≤ 𝑘 < 𝑛, 𝜆′ = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑘), 𝑎(𝜆) и 𝑎1(𝜆) — гладкие функции при (𝑘, 𝑠) ∈ {(1, 4), (2, 6)},
𝑎(𝜆) ≡ 1 для остальных пар (𝑘, 𝑠); 𝑎(𝜆) = (𝑎1(𝜆), 1) при (𝑘, 𝑠) = (2, 6).

Теорема 2 (Кудрявцева Е.А., Онуфриенко М.В.). Пусть 𝑛 = 1
2

dim𝑀 ∈ {2, 3}.
Рассмотрим класс ℐ = ℐ(𝑀) интегрируемых систем на 𝑀 , для которых функции 𝑓2, . . . , 𝑓𝑛
порождают локально-свободное гамильтоново действие (𝑛− 1)−мерного тора на 𝑀 . Если
некоторая окрестность R𝑛−орбиты послойно диффеоморфна стандартной модели, то эта
орбита структурно устойчива относительно возмущений в классе ℐ. Если орбита структур-
но устойчива, то некоторая ее окрестность послойно гомеоморфна стандартной модели.
Класс ℐ𝑠𝑡 ⊂ ℐ систем, все локальные особенности которых послойно диффеоморфны стан-
дартным, открыт в ℐ (относительно 𝐶∞−топологии), и ℐ ∖ ℐ𝑠𝑡 имеет коразмерность > 0.

Теорема 2 при 𝑛 = 2, 𝑘 = 1 описывает параболические траектории с резонансами [2], а
при 𝑛 = 3, 𝑘 = 2 — их типичные бифуркации.
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