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Рассматривается движение материальной точки в вертикальной плоскости под дей-
ствием сил тяжести и вязкого трения, пропорционального скорости во второй степени.
В качестве управления рассматривается скорость изменения угла наклона траектории.
Задача состоит в максимизации горизонтальной дальности за заданное время или в ми-
нимизации времени перехода на заданное расстояние по горизонтали (задача о брахисто-
хроне). Предполагается, что имеются фазовые ограничения на угол наклона траектории.
В научной литературе известны постановки задачи о брахистохроне без трения при на-
личии фазовых ограничений. В работе [1] рассматривались ограничения на угол наклона
траектории, в [2,3]- ограничения вида 𝑦 ≥ 𝑎𝑥 + 𝑏. При этом учет фазовых ограничений
производился при помощи численных процедур. В настоящей работе строится синтез оп-
тимального управления с фазовыми ограничениями на угол наклона траектории, анали-
тически устанавливается количество дуг движения по ограничению. Уравнения движения
в безразмерных переменных имеют вид [4]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

�̇� = 𝑣 cos 𝜃,
�̇� = 𝑣 sin 𝜃,
�̇� = −𝑣2 − sin 𝜃,

𝜃 = 𝑢.

(1)

Здесь 𝑥 – дальность, 𝑦 – высота, 𝑣 – скорость, 𝜃 – угол наклона траектории, на который
наложено фазовое ограничение вида 𝜃 ∈ [𝜃1; 𝜃2], u – управление, кусочно-непрерывная
функция, ограничения на управление отсутствуют.

Начальные условия:

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑦(0) = 𝑦0, 𝑣(0) = 𝑣0.

Значение 𝜃(0), 𝑦(𝑇 ), 𝑣(𝑇 ) свободны.
Функционал имеет вид:

𝐽 = −𝑥(𝑇 ) → min, 0 6 𝑡 6 𝑇.

Переходя к редуцированной системе с управлением 𝜃 получаем регулярную оптималь-
ную задачу с ограничениями на управление. С помощью принципа максимума задача
оптимального управления сводится к краевой задаче для системы двух нелинейных диф-
ференциальных уравнений: {︂

�̇� = −𝑣2 − sin 𝜃,

𝜓𝑣 = 2𝑣𝜓𝑣 − cos 𝜃.
(2)
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𝑣(0) = 𝑣0, 𝜓𝑣(𝑇 ) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇.

𝜃 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜃1,− arctg(𝜓𝑣/𝑣) < 𝜃1,

− arctg(𝜓𝑣/𝑣),− arctg(𝜓𝑣/𝑣) ∈ [𝜃1, 𝜃2],

𝜃2,− arctg(𝜓𝑣/𝑣) > 𝜃2.

В результате применения принципа максимума аналитически устанавливается, что оп-
тимальная траектория может содержать не более одной дуги движения по нижнему огра-
ничению и не более двух дуг движения по верхнему ограничению. При отсутствии со-
противления показывается, что, оптимальная траектория содержит не более одной дуги с
движением по каждому из ограничений.
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