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Рассмотрим линейную систему с дискретным временем

x(k + 1) = A0(k)x(k), k ∈ N, x ∈ Rn. (1)

Будем предполагать, что функция A0(·) вполне ограничена [1], то есть
при каждом k ∈ N существует A−10 (k), и найдется такое a0, что

sup
k∈N
‖A0(k)‖ 6 a0, sup

k∈N
‖A−10 (k)‖ 6 a0.

Систему (1) отождествим с функцией k 7→ A0(k) ∈ Rn×n. Обозначим
As(k)

.
= A0(k+ s) — сдвиг A0 на s ∈ N и рассмотрим множество R(A0) —

замыкание множества {As(·) : s ∈ N} в топологии, порожденной поточеч-
ной сходимостью на N. Таким образом, A ∈ R(A0) в том и только том
случае, когда существует неубывающая последовательность

(
sj
)
j∈N ⊂ N

такая, что
lim
j→∞

‖A(k)−Asj (k)‖ = 0

для каждого k ∈ N. Отметим, что A ∈ R(A0) тогда и только тогда, когда
для любого ε > 0 найдется номер J = J(ε), начиная с которого выполнено
неравенство

max
k≤ε−1

‖A(k)−Asj (k)‖ < ε.

Известно [2, p. 34], что R(A0) метризуемо в метрике

ρ(A, Â) = sup
k∈N

min{‖A(k)− Â(k)‖, k−1}.

Пространство (R(A0), ρ) компактно [2, p. 34]. Это пространство называ-
ется оболочкой Бебутова функции A0(·).

Каждый элемент A(·) ∈ R(A0) отождествим с линейной системой

x(k + 1) = A(k)x(k), k ∈ N, x ∈ Rn. (2)

Пусть λ1(A) 6 λ2(A) 6 . . . 6 λn(A) — полный спектр показателей
Ляпунова [3, с. 57] системы (2).
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Определение. Полный спектр показателей Ляпунова системы (2) назы-
вается устойчивым [4], если для каждого ε > 0 найдется такое δ > 0, что
для всякой вполне ограниченной функции R : N → Rn×n, удовлетворяю-
щей условию sup

k∈N
‖R(k)− E‖ < δ, полный спектр

λ1(AR) 6 λ2(AR) 6 . . . 6 λn(AR)

мультипликативно возмущенной системы

x(k + 1) = A(k)R(k)x(k), k ∈ N, x ∈ Rn,

удовлетворяет неравенствам

|λi(A)− λi(AR)| < ε, i = 1, . . . , n.

Теорема 1. Пусть полный спектр показателей Ляпунова системы (1)
устойчив. Тогда для каждой матрицы A(·) ∈ R(A0) полный спектр по-
казателей Ляпунова системы (2) устойчив.

Замечание. Ранее аналогичное утверждение было доказано в работе [5]
для систем с интегральной разделенностью, то есть для систем с некрат-
ным устойчивым полным спектром показателей Ляпунова. В этой работе
было установлено, что если система (1) интегрально разделена, то для
каждой матрицы A(·) ∈ R(A0) система (2) интегрально разделена. Тео-
рема 1 усиливает этот результат. Предполагается использовать ее для ре-
шения задач управления асимптотикой решений линейных систем с дис-
кретным временем.
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