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(𝑡− 𝑠)−𝛼𝜕𝑦

𝜕𝑠
(𝑠)𝑑𝑠, (0 < 𝛼 < 1) — дробная производная в опреде-

лении Капуто (Γ(𝑥) – гамма-функция).
Предположим, что коэффициенты уравнения удовлетворяют следующим условиям:

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡) непрерывны в �̄�, 0 < 𝜑0 6 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡) 6 𝜑1, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ �̄�, (2)

(𝑔𝑖(𝑝) − 𝑔𝑖(𝑞))(𝑝− 𝑞) > 𝜓0(𝑝− 𝑞)2, 𝜓0 > 0, (3)

|𝑔𝑖(𝑝) − 𝑔𝑖(𝑞)| 6 𝜓1|𝑝− 𝑞| ∀𝑝, 𝑞 ∈ R, 𝑖 = 1, 2. (4)

Конечно-разностную схему для задачи (1) строим на равномерной сетке с шагами 𝜏 по
𝑡 и ℎ𝑖 по 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2). 𝐿1-аппроксимацию производной Капуто от непрерывной функции
𝑦(𝑡) получим её заменой непрерывной и кусочно-линейной функцией:

𝒟𝛼
𝑡 𝑦(𝑡𝑘) ≈ 𝜕𝛼𝑡 𝑦(𝑡𝑘) = 𝑑1𝑦

𝑘 +
𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗+1 − 𝑑𝑗)𝑦
𝑘−𝑗, при 𝑡𝑘 = 𝑘𝜏,

где 𝑦𝑗 = 𝑦(𝑡𝑗), а коэффициенты 𝑑𝑗 =
𝜏−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
(𝑗1−𝛼 − (𝑗 − 1)1−𝛼) .

Эллиптическую часть уравнения приближаем в точке сетки (𝑥, 𝑡𝑘) конечно-разностным
выражением:

𝐴𝑖𝑘𝑦 = −1

2
𝜕𝑖(𝑎𝑖(𝑥, 𝑡𝑘), 𝑔𝑖(𝜕𝑖𝑦)) − 1

2
𝜕𝑖(𝑎𝑖(𝑥, 𝑡𝑘), 𝑔𝑖(𝜕𝑖𝑦)), 𝑖 = 1, 2,

где 𝜕𝑖𝑦 и 𝜕𝑖𝑦 — правая и левая конечные разности соответственно.
В результате имеем неявную сеточную схему, представляющую собой следующую си-

стему нелинейных алгебраических уравнений на временном слое 𝑘:
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𝑑1𝑦
𝑘 + 𝐴𝑘𝑦

𝑘 = 𝑓𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗+1 − 𝑑𝑗)𝑦
𝑘−𝑗, 𝑘 = 1, 𝑁𝑡. (5)

Пусть 𝑅 – сеточный оператор Лапласа с однородными условиями Дирихле, 𝑅𝑦 =
−𝜕1𝜕1𝑦 − 𝜕2𝜕2𝑦 во внутренних узлах сетки. В силу предположений (2) - (4) для всех 𝑘
справедливы следующие оценки:

(𝐴𝑘𝑦 − 𝐴𝑘𝑧, 𝑦 − 𝑧) > 𝜑0𝜓0(𝑅(𝑦 − 𝑧), 𝑦 − 𝑧), (6)

(𝐴𝑘𝑦 − 𝐴𝑘𝑧, 𝑤) 6 𝜑1𝜓1(𝑅(𝑦 − 𝑧), 𝑦 − 𝑧)1/2(𝑅𝑤,𝑤)1/2. (7)

В условиях (2) - (4) задача (5) имеет единственное решение. Если 𝑦𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, 2, – реше-
ния задачи (5) с правыми частями 𝑓𝑘

𝑖 , 𝑖 = 1, 2, то справедливо следующее неравенство
устойчивости:

1

𝜏𝛼
‖𝑦𝑛1 − 𝑦𝑛2 ‖20 +

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝑦𝑘1 − 𝑦𝑘2‖21 6𝑀

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝑓𝑘
1 − 𝑓𝑘

2 ‖2−1 ∀𝑛 6 𝑁𝑡. (8)

где ‖ · ‖0, ‖ · ‖1 и ‖ · ‖−1 – сеточные налоги норм 𝐿2, 𝐻1
0 и 𝐻−1, а постоянная 𝑀 зависит

лишь от 𝑇, 𝜑0 и 𝜓0.
Для численной реализации системы уравнений (5) на фиксированном слое 𝑘 исполь-

зуем итерационный процесс:

𝐵
𝑢(𝑠) − 𝑢(𝑠−1)

𝜌
+ (𝐼 + 𝑑−1

1 𝐴𝑘)𝑢(𝑠−1) = 𝑑−1
1 𝑓𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝑑𝑗+1 − 𝑑𝑗)

𝑑1
𝑦𝑘−𝑗. (9)

В качестве предобусловливателей 𝐵 берем факторизованные сеточные операторы, со-
ответствующие попеременно-треугольному методу 𝐵 = (𝐼 + 𝜔𝑅1)(𝐼 + 𝜔𝑅2) или методу
переменных направлений 𝐵 = (𝐼 + 𝜔𝑅1)(𝐼 + 𝜔𝑅2). Здесь 𝐼 – тождественный оператор,

𝑅𝑖𝑦 = −𝜕𝑖𝜕𝑖𝑦, 𝑖 = 1, 2,

𝑅1𝑦 = −
(︂

1

ℎ1
𝜕1𝑦 +

1

ℎ2
𝜕2𝑦

)︂
, 𝑅2𝑦 =

(︂
1

ℎ1
𝜕1𝑦 +

1

ℎ2
𝜕2𝑦

)︂
,

𝜔 – итерационный параметр.
Обоснована сходимость итерационных методов. На основе известных результатов для

итерационных методов решения сеточных уравнений выведены оптимальные итерацион-
ные параметры и получены оценки скорости сходимости итерационных методов. Прове-
дены вычислительные эксперименты, подтверждающие теоретические выводы.
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