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Пусть 𝑉 — произовольное счетное множество частичных функций натурального аргу-
мента. Элементы множества 𝑉 назовем 𝑉 -функциями. Будем считать, что для каждого
натурального числа 𝑛 имеется нумерация всех 𝑛-местных 𝑉 -функций. А именно, опреде-
лено множество индексов I𝑉𝑛 ⊆ N вместе с отображением, которое каждому натуральному
числу 𝑧 ∈ I𝑉𝑛 ставит в соответствие 𝑛-местную 𝑉 -функцию 𝜙𝑉, 𝑛

𝑧 , и при этом всякая 𝑛-
местная 𝑉 -функция есть 𝜙𝑉, 𝑛

𝑧 для некоторого 𝑧 ∈ I𝑉𝑛 .
Фиксируем произвольную двухместная функция c, которая взаимно однозначно ну-

мерует все пары натуральных чисел, и одноместные обратные функции p1 и p2, для ко-
торых выполняются соотношения p1(c(𝑥, 𝑦)) = 𝑥 и p2(c(𝑥, 𝑦)) = 𝑦. В выражениях вида
p1(𝑡

′), p2(𝑡
′′) обычно будем опускать скобки.

Для множества функций 𝑉 постулируем выполнение следующих свойств:
1) 𝑉 содержит функции c, p1, p2 и семейство функций проекции 𝐼 𝑖𝑛 (𝑛 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛);
2) 𝑉 содержит все 0-местные функции-константы 𝑘, и при этом существует такая 𝑉 -

функция 𝑠, что имеет место 𝑠(𝑘) ∈ I0 и 𝜙𝑉, 0
𝑠(𝑘) ≃ 𝑘, т.е. индекс функции-константы 𝑘 может

быть получен 𝑉 -эффективно;
3) композиция 𝑉 -функций есть 𝑉 -функция, индекс которой может быть получен 𝑉 -

эффективно: для любых натуральных числе 𝑛,𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 найдется такая (𝑛+ 1)-местная
𝑉 -функция 𝑠, что для всех 𝑒 ∈ I𝑉𝑛 , 𝑒1 ∈ I𝑉𝑚1

, . . . , 𝑒𝑛 ∈ I𝑉𝑚𝑛
верно 𝑠(𝑒, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) ∈ I𝑉𝑚 и

имеет место 𝜙𝑉, 𝑚
𝑠(𝑒,𝑒1,...,𝑒𝑛)

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ≃ 𝜙𝑉, 𝑛
𝑒 (𝜙𝑉, 𝑚1

𝑒1
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚1), . . . , 𝜙

𝑉, 𝑚𝑛
𝑒𝑛 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚𝑛)), где

𝑚 = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖;

4) «функция-условие» двух 𝑉 -функций есть 𝑉 -функция, индекс которой может быть
получен 𝑉 -эффективно: для каждого натурального числа 𝑛 найдется такая 𝑉 -функция 𝑠,
что для всех натуральных чисел 𝑑 и 𝑒1, 𝑒2 ∈ I𝑉𝑛 верно 𝑠(𝑒1, 𝑒2) ∈ I𝑉𝑛 и

𝜙𝑉, 𝑛+1
𝑠(𝑒1,𝑒2)

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑑) ≃

{︃
𝜙𝑉, 𝑛+1
𝑒1

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑑), если p1𝑑 = 0;

𝜙𝑉, 𝑛+1
𝑒2

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑑), иначе.

Будем рассматривать язык логики предикатов, расширенный константами 0, 1, 2, ...
Термы этого языка суть константы и предметные переменные, атомы — выражения вида
𝑃 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛), где 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 — термы, 𝑃 — предикатный символ соответствующей валентно-
сти. Предикатные формулы строятся обычным образом из логических констант ⊤, ⊥ и
атомов при помощи логических связок ∧, ∨, → и кванторов ∀, ∃.

Определим понятие 𝑉 -реализуемости в духе абсолютной реализуемости [n1]. Назовем
𝑛-местным обобщенным предикатом всякую функцию типа N𝑛 → 2N, где 2N — множе-
ство всех подмножеств натурального ряда. Будем говорить, что отображение 𝑓 является
оценкой предикатной формулы 𝐴, если отображение 𝑓 каждому предикатному символу из
𝐴 ставит в соответствие обобщенный предикат соответствующей валентности. Для каж-
дого натурального числа 𝑒, замкнутой предикатной формулы 𝐴 и оценки 𝑓 формулы 𝐴
определим отношение 𝑒 r𝑉𝑓 𝐴:
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∙ неверно 𝑒 r𝑉𝑓 ⊥, и верно 𝑒 r𝑉𝑓 ⊤;

∙ 𝑒 r𝑉𝑓 𝑃 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) 
 𝑒 ∈ 𝑓(𝑃 )(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), если 𝑃 — 𝑛-местный предикатный символ;

∙ 𝑒 r𝑉𝑓 (Φ ∧ Ψ) 
 p1𝑒 r
𝑉
𝑓 Φ и p2𝑒 r

𝑉
𝑓 Ψ;

∙ 𝑒 r𝑉𝑓 (Φ ∨ Ψ) 
 (p1𝑒 = 0 и p2𝑒 r
𝑉
𝑓 Φ) или (p1𝑒 = 1 и p2𝑒 r

𝑉
𝑓 Ψ);

∙ 𝑒 r𝑉𝑓 ∃𝑥 Φ(𝑥) 
 p2𝑒 r
𝑉
𝑓 Φ(p1𝑒);

∙ 𝑒 r𝑉𝑓 ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 (Φ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) → Ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) 
 𝑒 ∈ I𝑉𝑛+1 и для всех натураль-
ный чисел 𝑏, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, если 𝑏 r𝑉𝑓 Φ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), то определено 𝜙𝑉, 𝑛+1

𝑒 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏) и
𝜙𝑉, 𝑛+1
𝑒 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏) r

𝑉
𝑓 Ψ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛);

∙ 𝑒 r𝑉𝑓 ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 Φ 
 𝑒 r𝑉𝑓 ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 (⊤ → Φ), если 𝑛 > 0, формула Φ не начинается
с квантора ∀, и логическая связка → не является главной в Φ.

Замкнутую предикатную формулу 𝐴 назовем слабо 𝑉 -реализуемой, если для каждой
оценки 𝑓 формулы 𝐴 найдется такое натуральное число 𝑒, что имеет место 𝑒 r𝑉𝑓 𝐴. Будем
говорить, что замкнутая предикатная формула 𝐴 является равномерно 𝑉 -реализуемой,
если найдется такое натуральное число 𝑒, что для любой оценки 𝑓 формулы 𝐴 имеет
место 𝑒 r𝑉𝑓 𝐴.

Пусть 𝑓, 𝑓 ′ — частичные функции типа N𝑛 → N. Будем говорить, что функция
𝑓 ′ является частичным доопределением функции 𝑓 , если для всех натуральных чисел
𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 всякий раз, когда определено 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), определено и 𝑓 ′(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), и имеет
место 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑓 ′(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛).

Теорема 1. Следующие утверждения эквивалентны.

∙ Интуиционистская логика корректна относительно семантики равномерной 𝑉 -
реализуемости;

∙ Универсальная функция для всех одноместных 𝑉 -функций имеет частичное до-
определение, которое является 𝑉 -функцией;

∙ Формула ∀𝑥 (𝑄(𝑥) → ∀𝑦 (𝑅(𝑥, 𝑦) → ∃𝑧 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧))) → ∀𝑦 ∀𝑥 (𝑄(𝑥)∧𝑅(𝑥, 𝑦) → ∃𝑧 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧))
является слабо 𝑉 -реализуемой.
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