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Пространством Минковского называется R𝑛 со скалярным произведением (𝑥, 𝑦) =
𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛−1𝑦𝑛−1 − 𝑥𝑛𝑦𝑛.

Исследованию топологии слоений Лиувилля биллиардной задачи в пространстве Мин-
ковского посвящено несколько работ В. Драгович и М. Раднович.

Рассмотрим на плоскости Минковского эллипс 𝐸, задаваемый следующим соотноше-
нием

𝐸 :
𝑥2

𝑎
+

𝑦2

𝑏
= 1

Здесь 𝑎 > 𝑏 > 0 - вещественные числа. Софокусное семейство коник 𝐶𝜆 зададим уравне-
нием

𝐶𝜆 :
𝑥2

𝑎− 𝜆
+

𝑦2

𝑏+ 𝜆
= 1

Данное семейство изображено на рисунке 1.
Рассмотрим биллиард в эллипсе 𝐸. Для пространства Минковского существует аналог

теоремы Якоби-Шаля (доказательство которого можно найти в [3]), согласно которому
биллиардные траектории обладают каустическим свойством: прямые, являющиеся про-
должениями отрезков фиксированной траектории, касаются одной и той же софокусной
коники семейства 𝐶𝜆. Отсюда следует что 𝜆 - параметр коники - является первым инте-
гралом. Кроме того, при биллиардном движении сохраняется евклидова длина вектора
скорости, поэтому 𝑣21 + 𝑣22 - ещё один первый интеграл. Эти функции находятся в инволю-
ции относительно стандартной симплектической структуры, что влечёт интегрируемость
по Лиувиллю данной системы.

В. Драгович и М. Раднович применили метод Фоменко-Цишанга для описания топо-
логии слоения Лиувилля для биллиарда в эллипсе на плоскости Минковского. Этот метод
заключается в нахождении графа с метками, который является инвариантом интегрируе-
мой системы и полностью определяет топологический тип его слоения Лиувилля. Данный
подход подробно изложен в [1].

Ограничивая систему на поверхность уровня первого интеграла 𝑣21 + 𝑣22, получим трёх-
мерное многообразие, называемое изоэнергетической поверхностью 𝑄3. В зависимости от
изменения 𝜆 оно расслаивается на двумерные поверхности.

Утверждение 1. ([2]) В. Драгович. М. Раднович. Топология слоения Лиувилля билли-
арда в эллипсе 𝐸 описывается инвариантом Фоменко-Цишанга, изображенным на рисунке
2.

Рассмотрим биллиарды на плоскости Минковского в областях, ограниченных дугами
софокусных эллипсов и гипербол семейства 𝐶𝜆. В этой работе были рассмотрены билли-
арды в каждой из возможных областей. Поскольку первыми интегралами таких систем
по-прежнему являются параметр каустики 𝜆 и евклидова длина вектора скорости 𝑣21 + 𝑣22,
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можно построить для каждой из них молекулу, являющуюся грубым инвариантом Фомен-
ко.

Утверждение 2. В таблице 1 приведены молекулы, являющиеся грубыми инвари-
антами Фоменко для каждого типа областей, описывающие грубую топологию слоения
Лиувилля.
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Иллюстрации

Рис. 1. Рис. 1: Семейство софокусных коник 𝐶𝜆 на плоскости Минковского

Рис. 2. Рис. 2: Инвариант Фоменко-Цишанга для эллиптического биллиарда на плоскости Мин-
ковского

2



Конференция «Ломоносов 2017»

Рис. 3. Таблица 1: Грубые молекулы, описывающие биллиардное движение в указанных обла-
стях.
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