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1. Постановка задачи и её актуальность
Компания преследует цель оптимизировать издержки, возникающие у неё при управ-

лении запасами, которые образуются в процессе заказа товара у поставщика и его после-
дующей отгрузки потребителю.
Данный процесс разворачивается в течение 𝑛 > 1 периодов. Заказы производятся компа-
нией в начале каждого периода. Будучи ненадёжным, поставщик доставляет заказ немед-
ленно с вероятностью 0 > 𝑝 > 1 и с вероятностью 𝑞 = 1 − 𝑝 – с задержкой в один
период. Требования со стороны потребителя образуют последовательность независимых
одинаково распределённых неотрицательных случайных величин {𝜉𝑖}𝑖>1 с распределением

𝐹𝜉𝑖(𝑥) =
𝑥∫︀
0

𝜑(𝑠)𝑑𝑠. В процессе управления запасами компания несёт издержки:

1) 𝑐 – стоимость заказа единицы товара;

2) ℎ – стоимость хранения единицы товара в течение одного периода в случае, если
требование не полностью исчерпало имеющийся запас;

3) 𝑡 – штраф за недостающую единицу товара в случае образования дефицита.
Необходимо найти политику заказа товаров, минимизирующую средние дисконтиро-

ванные издержки за 𝑛 периодов, 𝛼 – коэффициент дисконтирования будущих издержек.
Нахождение оптимального уровня запасов 𝑦𝑛(𝑥) (функции, зависящей исключительно от
числа периодов 𝑛 и величины первоначального запаса 𝑥) позволит:

1) оптимизировать непосредственно издержки управления запасами;

2) сократить издержки на персонал, автоматизировав процесс управления запасами.

2. Используемый метод решения
Задача решается методом динамического программирования (метод функциональных

уравнений Р.Беллмана).

3. Вид функционального уравнения
Пусть 𝑓𝑛(𝑥) – математическое ожидание общих дисконтированных издержек для 𝑛-

шагового процесса при начальном запасе 𝑥 и оптимальном поведении в области заказов.
В целях удовлетворения спроса величиной 𝑦 компания пополняет имеющийся запас 𝑥 на
недостающую величину (𝑦 − 𝑥).
Математическое ожидание понесённых компанией расходов при начальном запасе 𝑥 со-
ставит:

1) Для одношагового процесса:
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𝑓1(𝑥) = −𝑐𝑥+ 𝑞𝐿(𝑥) + min
𝑦>𝑥

𝐺1(𝑦),

где
𝐺1(𝑦) = 𝑐𝑦 + 𝑝𝐿(𝑦),

𝐿(𝑦) = ℎ

𝑦∫︁
0

(𝑦 − 𝑠)𝜑(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑡

+∞∫︁
𝑦

(𝑠− 𝑦)𝜑(𝑠)𝑑𝑠.

2) Для 𝑛-шагового процесса:

𝑓𝑛(𝑥) = −𝑐𝑥+ 𝑞𝐿(𝑥) + min
𝑦>𝑥

𝐺1(𝑦),

где

𝐺𝑛(𝑦) = 𝐺1(𝑦) + 𝛼

+∞∫︁
0

𝑓𝑛−1(𝑦 − 𝑠)𝜑(𝑠)𝑑𝑠.

4. Вид оптимального поведения
Критический уровень запасов 𝑥𝑛 при 𝑛-шаговом процессе задаётся уравнением

𝐺′
𝑛(𝑦) = 0.

Оптимальное поведение в области заказов описывается, в зависимости от соотношения па-
раметров, одной из следующих теорем: При 𝑝𝑡 > 𝑐 для каждого 𝑛 оптимальное поведение
𝑦𝑛(𝑥) имеет вид:

𝑦𝑛(𝑥) =

{︃
𝑥𝑛, 𝑥 6 𝑥𝑛

𝑥, 𝑥 > 𝑥𝑛,

где 𝑥𝑛 – монотонно возрастающая по 𝑛 последовательность. Для любого 𝑘 > 2 при

𝑝𝑡+ 𝛼
1− 𝛼𝑘−2

1− 𝛼
𝑡 > 𝑐 > 𝑝𝑡+ 𝛼

1− 𝛼𝑘−1

1− 𝛼
𝑡

оптимальное поведение 𝑦𝑛(𝑥) имеет следующий вид:
1) Для 𝑛 > 𝑘 𝑦𝑛(𝑥) = 𝑥;

2) Для 𝑛 > 𝑘

𝑦𝑛(𝑥) =

{︃
𝑥𝑛, 𝑥 6 𝑥𝑛

𝑥, 𝑥 > 𝑥𝑛,

где 𝑥𝑛 – монотонно возрастающая по 𝑛 последовательность.

5. Аппроксимация бесконечношаговым процессом
Критический уровень запасов 𝑥𝑛+1 задаётся уравнением:
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𝐺′
𝑛+1(𝑦) = 𝐺′

1(𝑦) + 𝛼

+∞∫︁
0

𝑓 ′
𝑛(𝑦 − 𝑠)𝜑(𝑠)𝑑𝑠 =

= 𝑐(1− 𝛼) + 𝑝𝐿′(𝑦) + 𝛼𝑞

+∞∫︁
0

𝐿′(𝑦 − 𝑠)𝜑(𝑠)𝑑𝑠.

Данной функцией удобно пользоваться при большом 𝑛 для упрощения поиска решения.
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