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Обозначим как ℬ𝑛 множество булевых матриц размера 𝑛×𝑛. Односторонний (правый)
унитарный булев матричный полином степени 𝑑 от переменной 𝑋 ∈ ℬ𝑛 – это выражение
вида

ℱ(𝑋) = 𝑋𝑑 + F𝑑−1 ·𝑋𝑑−1 + . . .+ F1 ·𝑋1 + F0, (1)

где F𝑖 ∈ ℬ𝑛 – коэффициенты. Корень ℱ(𝑋) – матрица K ∈ ℬ𝑛 такая, что ℱ(K) = 0, где
0 ∈ ℬ𝑛 – нулевая матрица. Если ℱ(𝑋) не имеет корней, то будем называть его неразреши-
мым.

Обозначим множество выражений вида (1) как 𝑈𝑅ℬ𝑛(𝑋). Пусть ℱ1(𝑋) =
∑︀𝑑1

𝑖=0F1,𝑖 ·𝑋 𝑖,
ℱ2(𝑋) =

∑︀𝑑2
𝑖=0F2,𝑖 ·𝑋 𝑖 ∈ 𝑈𝑅ℬ𝑛(𝑋). На множестве 𝑈𝑅ℬ𝑛(𝑋) введем операцию умножения:

ℱ1(𝑋) · ℱ2(𝑋) =
∑︀𝑑1+𝑑2

𝑖=0 F*,𝑖 ·𝑋 𝑖,
где F*,𝑖 =

∑︀
𝑗+𝑘=𝑖F1,𝑗 ·F2,𝑘. Вместе с этой операцией множество 𝑈𝑅ℬ𝑛(𝑋) образует неком-

мутативный моноид. Данная операция будет использоваться для доказательства нижней
оценки на количество неразрешимых полиномов заданной степени из 𝑈𝑅ℬ2(𝑋).
Как известно, для скалярного случая есть оценка количества неразрешимых полиномов
над F𝑞 [4] степени 𝑑, которая имеет вид 𝑂(𝑞𝑑).
Лемма 1. Пусть ℱ1(𝑋),ℱ2(𝑋) ∈ 𝑈𝑅ℬ𝑛(𝑋) имеют корни Kℱ1 и Kℱ2,(т.е. ℱ1(Kℱ1) = 0
и ℱ2(Kℱ2) = 0). Тогда для ℱ*(𝑋) = ℱ1(𝑋) · ℱ2(𝑋) обязательно ℱ*(Kℱ2) = 0, но в общем
случае ℱ*(Kℱ1) ̸= 0.
Лемма 2. Пусть ℱ1(𝑋),ℱ2(𝑋) ∈ 𝑈𝑅ℬ2(𝑋) неразрешимы. В общем случае ℱ*(𝑋) =
ℱ1(𝑋) · ℱ2(𝑋) может оказаться разрешимым.
Определение 1. ℱ(𝑋) ∈ 𝑈𝑅ℬ2(𝑋) будем называть строго неразрешимыми, если для
∀𝑡 ∈ N полином (ℱ(𝑋))𝑡 неразрешим.

Лемма 3. Полиномы 𝑋2+
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,
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, 𝑋2+
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·𝑋+
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)︂
строго неразрешимы.

Лемма 4. Пусть ℱ1(𝑋),ℱ2(𝑋) ∈ 𝑈𝑅ℬ2(𝑋) – строго неразрешимы, все матрицы-коэффициенты
их обратимы и 𝑑𝑒𝑔(ℱ1(𝑋)) = 2. Тогда произведение ℱ1(𝑋) · ℱ2(𝑋) – строго неразрешим.

На основании этих лемм получена следующая теорема, дающая нижнюю оценку числа
неразрешимых односторонних матричных полиномов для размерности матриц 𝑛 = 2.
Теорема 1. Количество неразрешимых унитарных односторонних булевых матричных
полиномов степени 𝑑 при 𝑛 = 2 не менее 6𝑑/2.
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