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В работе [1] было введено понятие
♯

6-порядка для произвольных ассоциативных ко-

лец с единицей, расширяющее понятие
♯

6-порядка для матриц и операторов в банаховом
пространстве. Наша цель — исследовать свойства этого порядка для алгебр над полем, в
первую очередь конечномерных.

Пусть 𝑅 — ассоциативное кольцо с единицей, 𝑎 ∈ 𝑅. Через ∘𝑎 и 𝑎∘ обозначим соответ-
ственно левый и правый аннулятор элемента 𝑎,

∘𝑎 = {𝑥 ∈ 𝑅 | 𝑥𝑎 = 0}, 𝑎∘ = {𝑥 ∈ 𝑅 | 𝑎𝑥 = 0}.

Рассмотрим следующее множество ℐ𝑅 элементов кольца 𝑅:

ℐ𝑅 = {𝑎 ∈ 𝑅 | существует идемпотент 𝑝 ∈ 𝑅, ∘𝑎 = ∘𝑝, 𝑎∘ = 𝑝∘}.

Для любого элемента 𝑎 ∈ ℐ𝑅 идемпотент 𝑝 определяется единственным образом, будем
обозначать его 𝑝𝑎.

Определение 1. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Тогда 𝑎
♯

6 𝑏, если и только если 𝑎 = 𝑏, или 𝑎 ∈ ℐ𝑅 и
𝑎 = 𝑝𝑎𝑏 = 𝑏𝑝𝑎.

Определение 2. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Будем говорить, что элементы 𝑎 и 𝑏 ортогональны
(𝑎 ⊥ 𝑏), если и только если 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 0.

Определение 3. Отображение 𝑇 : 𝑅 → 𝑅 будем называть 0-аддитивным, если для
любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ ℐ𝑅, 𝑎 ⊥ 𝑏, имеем 𝑇 (𝑎) ∈ ℐ𝑅, 𝑇 (𝑎) ⊥ 𝑇 (𝑏), и 𝑇 (𝑎+ 𝑏) = 𝑇 (𝑎) + 𝑇 (𝑏).

Свойство 0-аддитивности отображения оказывается тесно связанным с его монотонно-

стью относительно
♯

6-порядка.
Оказывается, 0-аддитивные отображения на наборах простых алгебр обладают следу-

ющим свойством:
Теорема 1. Пусть F — произвольное поле, 𝒜1, . . . ,𝒜𝑘 — конечномерные простые ал-

гебры с единицами над F, 𝒜 = 𝒜1 ⊕ · · · ⊕ 𝒜𝑘, 𝑇 : 𝒜 → 𝒜 — инъективное 0-аддитивное
отображение. Тогда существует такая перестановка 𝜎 ∈ 𝑆𝑘, что 𝑇 (𝒜𝑠) ⊆ 𝒜𝜎(𝑠) для всех
𝑠 = 1, . . . , 𝑘.

В применении к матричным алгебрам полученный результат может быть доведен до
полной характеризации инъективных аддитивных отображений:

Теорема 2. Пусть F — произвольное поле, 𝒜𝑠 = 𝑀𝑛𝑠(F), 𝒜 = 𝒜1⊕ · · ·⊕𝒜𝑘, 𝑇 : 𝒜 → 𝒜

— инъективное аддитивное отображение, монотонное относительно
♯

6-порядка. Тогда су-
ществует такая перестановка 𝜎 ∈ 𝑆𝑘, что 𝑇 (𝒜𝑠) ⊆ 𝒜𝜎(𝑠), 𝑛𝜎(𝑠) = 𝑛𝑠, и каждое отображение
𝑇 (𝒜𝑠) стандартно (существуют такие 𝛼𝑠 ∈ F,, 𝑃𝑠 ∈ 𝐺𝐿𝑛(F)𝑛𝑠(F), 𝜑𝑠 — эндоморфизм поля
F, 𝑢𝑠 — тождественное отображение или транспонирование, что 𝑇 (𝑋) = 𝛼𝑠𝑃

−1
𝑠 𝑢𝑠(𝑋

𝜑𝑠)𝑃𝑠

для всех 𝑋 ∈ 𝒜𝑠).
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