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Об алгебраической независимости некоторых

чисел над кольцом 𝑔-адических чисел
А. С. Самсонов

Вопросы трансцендентности и алгебраической независимости для 𝑝-адических чисел
существенно отличается от проблем трансцендентности и алгебраической независимости
для комплексных чисел.Результаты в данной области появлялись время от времени и имели довольно слу-
чайный характер. В 1935-ом году Курт Малер [5] сформулировал и доказал 𝑝-адический
аналог теоремы Гельфонда. В 1966-ом Адамс [6] опубликовал статью, содержащую некото-
рый обзор вопроса. Один из первых критериев трансцендентности был получен в 1975-ом
году [4], c 74.В данной статье затрагивается вопрос обобщения некоторых результатов из работ
В.Г. Чирского и П. Бундшу [7], [8], [9], [10] на случай 𝑔-адических чисел.Введем следующие обозначения:

1) 𝑝 — простое число, 𝑔 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛 — произведение различных простых чисел;
2) Z𝑝 — кольцо целых 𝑝-адических чисел, Z𝑔 — кольцо целых 𝑔-адических чисел;
3) |𝑥|𝑝 = 𝑝−𝑝𝑥 — 𝑝-адическая норма, если 𝑥 = 0, считаем, что 𝑝𝑥 = ∞;
4) Q𝑝 — поле 𝑝-адических чисел, это пополнение поля рациональных чисел по 𝑝-адической

норме;
5) |𝑥|𝑔 — 𝑔-адическая псевдонорма, Q𝑔 — кольцо 𝑔-адических чисел, пополнение мно-

жества рациональных чисел по 𝑔-адической псевдонорме;
6) Ω𝑝 — пополнение алгебраического замыкания Q𝑝.

Согласно [3], с 96, справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть 𝑝 — простое число,

𝛼𝑖 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘,𝑖𝑝
𝑟𝑘,𝑖 , где 𝑎𝑘,𝑖 ∈ Z𝑝, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 0, 1, 2 . . . .

Пусть
1) для любого 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 неотрицательные рациональные числа 𝑟𝑘,𝑖 образуют возраста-
ющую и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑛 таких, что
число 𝑟𝑛+1,𝑖 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟0,𝑖, . . . , 𝑟𝑛,𝑖

и чисел 𝑟𝑙,𝑗 при любых 𝑙 и при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚;
3) для любого 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 и для любого 𝑘 имеем 𝑝𝑎𝑘,𝑖 = 0.

Тогда числа 𝛼𝑖 представляют собой алгебраически независимые над Q𝑝 элементы Ω𝑝.



Рассмотрим вопрос обобщения данного результата на случай 𝑔-адических чисел. Пусть
𝑔 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛 — произведение различных простых чисел.Для кольца Q𝑔 возможно построить расширение Ω𝑔

∼= Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛 . При этом можно
продолжить псевдонорму кольца Q𝑔 на кольцо Ω𝑔. Обозначим 𝜙 : Ω𝑔 → Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕ Ω𝑝𝑛 —
изоморфизм, тогда 𝜙(𝑎) = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) для некоторых 𝑎, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛.

Теорема 2. Пусть 𝑔 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛 — произведение 𝑛 различных простых чисел,

𝛼𝑖 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘,𝑖𝑔
𝑟𝑘,𝑖 , где 𝑎𝑘,𝑖 ∈ Z𝑔, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 0, 1, 2 . . . .

Пусть
1) для любого 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 неотрицательные рациональные числа 𝑟𝑘,𝑖 образуют возраста-
ющую и стремящуюся к +∞ при 𝑘 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑛 таких, что
число 𝑟𝑛+1,𝑖 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟0,𝑖, . . . , 𝑟𝑛,𝑖

и чисел 𝑟𝑙,𝑗 при любых 𝑙 и при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚;
3) для любого 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 и для любого 𝑘 верно, что если 𝜙(𝑎𝑘,𝑖) = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛), где
𝑏1 ∈ Z𝑝1 , . . . , 𝑏𝑛 ∈ Z𝑝𝑛, то 𝑝1𝑏1 = 0, . . . ,𝑝𝑛 𝑏𝑛 = 0.

Тогда числа 𝛼𝑖 представляют собой алгебраически независимые над Q𝑔 элементы Ω𝑔.
Таким образом можно обобщить некоторые результаты на случай 𝑔-адических чисел.
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