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Хорошо известно, что для всякой вероятностной меры 𝜇 на борелевской 𝜎-алгебре ℬ(𝑋)
суслинского пространства 𝑋 и всякого борелевского отображения 𝑓 из 𝑋 в суслинское про-
странство 𝑌 на множествах уровня 𝑓−1(𝑦) можно задать вероятностные меры 𝜇𝑦, называе-
мые условными мерами, порожденными 𝑓 , которые вместе с образом меры 𝜇 относительно
отображения 𝑓 , обозначаемым символом 𝜇 ∘ 𝑓−1 и определяемым равенством

𝜇 ∘ 𝑓−1(𝐵) = 𝜇(𝑓−1(𝐵)), 𝐵 ∈ ℬ(𝑌 ),

будут обладать следующими свойствами:
1) мера 𝜇𝑦 сосредоточена на 𝑓−1(𝑦) для всех 𝑦 ∈ 𝑓(𝑋), т.е. 𝜇𝑦(𝑓−1(𝑦)) = 1, 𝑦 ∈ 𝑓(𝑋),
2) функции 𝑦 ↦→ 𝜇𝑦(𝐵) для всех 𝐵 ∈ ℬ(𝑋) измеримы относительно 𝜎-алгебры, порожден-
ной суслинскими множествами в 𝑋,
3) для всех борелевских множеств 𝐵 ⊂ 𝑋 и 𝐸 ⊂ ℬ(𝑌 ) верно равенство

𝜇(𝐵 ∩ 𝑓−1(𝐸)) =

∫︁
𝐸

𝜇𝑦(𝐵)𝜇 ∘ 𝑓−1(𝑑𝑦).

Это означает, что для ограниченных борелевских функций 𝜙 на 𝑋 имеем∫︁
𝑓−1(𝐸)

𝜙𝑑𝜇 =

∫︁
𝐸

∫︁
𝑋

𝜙(𝑥)𝜇𝑦(𝑑𝑥)𝜇 ∘ 𝑓−1(𝑑𝑦) =

∫︁
𝑓−1(𝐸)

∫︁
𝑋

𝜙(𝑥)𝜇𝑓(𝑢)(𝑑𝑥)𝜇(𝑑𝑢).

Известно также, что условные меры определены однозначно с точностью до переопре-
деления для точек 𝑦 из множества меры нуль относительно индуцированной меры 𝜇∘𝑓−1.
Предположим теперь, что мера 𝜇 и отображение 𝑓 измеримо зависят от параметра 𝛼 из
еще одного суслинского пространства 𝑍. Можно ли выбрать условные меры также изме-
римо зависящими от этого параметра? Ответ оказывается положительным.
Теорема 1. Пусть дано борелевское отображение (𝑥, 𝑧) ↦→ 𝑓𝑧(𝑥), 𝑋 × 𝑍 → 𝑌. Пусть
для каждого 𝑧 ∈ 𝑍 задана борелевская вероятностная мера 𝜇𝑧 на 𝑋, причем отобра-
жение 𝑧 ↦→ 𝜇𝑧 из 𝑍 в пространство вероятностных мер на 𝑋 является борелевским
при наделении пространства мер слабой топологией (порожденной двойственностью с
пространством 𝐶𝑏(𝑋) ограниченных непрерывных функций), т.е. борелевы функции

𝑧 ↦→
∫︁
𝑋

𝜙(𝑥)𝜇𝑧(𝑑𝑥), 𝜙 ∈ 𝐶𝑏(𝑋).

Пространства 𝑋, 𝑌, 𝑍 предполагаются также вполне регулярными.
При указанных условиях условные меры 𝜇𝑦

𝑧 для пар (𝜇𝑧, 𝑓𝑧) можно выбрать так, что при
всех борелевских множествах 𝐵 в 𝑋 функция (𝑦, 𝑧) ↦→ 𝜇𝑦

𝑧(𝐵) на 𝑌 × 𝑍 будет измерима
относительно 𝜎-алгебры, порожденной суслинскими множествами.
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