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В сообщении обсуждается представление решения уравнения эволюции функции Виг-

нера с помощью формулы Фейнмана. При этом рассматривается функция Вигнера как
изолированной так и открытой системы.

Функция Вигнера впервые балы введена в 1932 г. Ю. Вигнером в работе [5] следую-
щим образом: пусть 𝐸 = 𝑄× 𝑃 (dim𝑄 = dim𝑃 = 𝑛) - фазовое пространство классической
гамильтоновой системы, 𝑇 - ядерный неотрицательный оператор в 𝐿2(𝑄) с единичным сле-
дом и интегральным ядром 𝜌𝑇 (такие операторы будем называть операторами плотности),
тогда функция Вигнера 𝑊𝑇 , соответствующая оператору 𝑇 задается равенством
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Другие (эквивалентные) определения функции Вигнера можно найти в работе В.В. Коз-
лова и О.Г. Смолянова [2].

Пусть функция Гамильтона классической системы задается равенством𝐻(𝑞, 𝑝) = −𝑝2
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+

𝑉 (𝑞), где 𝑉 - ограниченна. Пусть 𝑇 (𝑡) - оператор плотности в момент времени 𝑡 ≥ 0
и 𝑊𝑇 (𝑡) - соответствующая ему функция Вигнера. Введем обозначения 𝑀 = {𝜙 : 𝜙 ∈
𝐿2(𝑄×𝑄)∩𝐶2(𝑄×𝑄),∇𝑞∇𝑞𝜙 ∈ 𝐿2(𝑄×𝑄), причем 𝜙, |∇𝑞𝜙|, |∇𝑞𝜙|−ограничены на 𝑄×𝑄};
ℱ𝑝 - преобразование Фурье в 𝐿2(𝑄×𝑃 ) по переменной 𝑝; E := (𝑄×𝑄)×(𝑃×𝑃 ) иℋ : E → R,
такая что [(𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) ↦→ −𝑝1𝑝2 + 𝑉 (𝑞1 − 𝑞2

2
) − 𝑉 (𝑞 + 𝑞2

2
)]. Уравнение динамики функции

Вигнера можно преобразовать в уравнение типа Шредингера, причем для его решения
справедливо следующие представление (формула Фейнмана)

Теорема 1. Пусть 𝑊0 - функция Вигнера в начальный момент времени 𝑡 = 0, причем
ℱ𝑝𝑊0 ∈ 𝑀 . Тогда при любом 𝑡 > 0 для 𝑊𝑇 (𝑡) выполненно равенство:
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где предел берется в 𝐿2(𝑄 × 𝑃 ) по переменным (𝑞0, 𝑝0) ∈ 𝑄 × 𝑃 , 𝑞𝑗 = (𝑞𝑗, 𝑞
′
𝑗) ∈ 𝑄 × 𝑄 и

𝑝𝑗 = (𝑝𝑗, 𝑝
′
𝑗) ∈ 𝑃 × 𝑃 , 𝑗 = 0 . . . 2𝑁 .

Если 𝐻1 - гильбертово пространство состояний квантовой системы, называемой (как
и ее классический аналог) открытой, и 𝐻2 - гильбертово пространство другой квантовой
системы, называемой окружением, тогда гильбертово пространство 𝐻 состояний обра-
зованной ими сложной системы представляет собой гильбертово тензорное произведение
𝐻 = 𝐻1⊗𝐻2 [1]. При этом состояние T сложной систем определяет состояние 𝑇1 открытой
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системы, последние называется редукцией состояния T, а WT1 - редуцированной функци-
ей Вигнера (функцией Вигнера открытой системы).

Пусть Q1 конфигурационное пространство соответствующей классической открытой
системы, а Q2 конфигурационное пространство классической версии окружения, P1 и P2

пространства импульсов соответственно. В сообщении предполагается, что Q1 и Q2 ко-
нечномерные, вещественные, евклидовы пространства и 𝐻1 = 𝐿2(𝑄1), 𝐻2 = 𝐿2(𝑄2) при
этом 𝐻 = 𝐿2(𝑄1 × 𝑄2). Положим Q = 𝑄1 × 𝑄2 и P = 𝑃1 × 𝑃2. Пусть динамика системы
задается некоторым самосапряженным оператором H : 𝐻 ∋ 𝐷(H) → 𝐻. Тогда при каждом
𝑡 ≥ 0 заданы операторы T(𝑡), 𝑇1(𝑡) и соответствующие им функции 𝑊T(𝑡), 𝑊𝑇1(𝑡), причем
справедлива

Теорема 2. Если при 𝑡 ≥ 0 функция 𝑊T(𝑡) лежит в 𝐿1(Q × P), тогда в 𝐿2(𝑄1 × 𝑃1)
выполненно равенство:

𝑊𝑇1(𝑡) =

∫︁
𝑃2

∫︁
𝑄2

𝑊T(𝑡)𝑑𝑞2𝑑𝑝2.

Источники и литература

1) Дж. Гоф., Т. С. Ратью, Смолянов О.Г. "Фейнамановские, вигнеровские и гамильто-
новы структуры, описывающие динамику открытых квантовых систем". Доклады
РАН. 51.

2) Козлов В. В., Смолянов О. Г., "Функция Вигнера и диффузия в бесстолкновительной
среде, состоящей из квантовых частиц". Теория вероятностей и приложения. 51 (1),
1-13, 2006.

3) Купш.И, Смолянов О.Г. “Точные управляющие уравнения, описывающие редуциро-
ванную динамику функции Вигнера”. Фундамент. и прикл. матем. 12 (5), 203 - 219,
2006.

4) Moyal J.E. “Quantum mechanics as a statistical theory”, Proc. Cambridge Philos. Soc vol.
45, 99-124, 1949.

5) E. Wigner "On the quantum correctionfor thermodynamicequilibrium Phys. Rev., 1932,
v. 40, p. 749 - 759.

Слова благодарности
Выражаю благодарность своему научному руководителю, Смолянову Олегу Георгиевичу,
за постановку задачи и помощь в подготовке доклада.

2


