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Íà îñíîâå ìåòîäà Èâàíîâà ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ êîíòðîëèðóåìîé èñêóñ-
ñòâåííîé äèññèïàöèåé ýíåðãèè ðàçðàáîòàí ýêîíîìè÷íûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ
àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, âûçâàííûõ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè â âÿçêî-
óïðóãîé ñðåäå Êåëüâèíà-Ôîéõòà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Êåëüâèíà-Ôîéõòà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé ìå-
õàíèêè âÿçêîóïðóãèõ ñðåä. Îíà ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ ãåëåé � ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ
óïðóãèé ñêåëåò, ïîðû êîòîðîãî çàïîëíåíû âÿçêîé æèäêîñòüþ. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè
ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîìåðíûõ äâèæåíèé ñ ïëîñêèìè ïðîäîëüíûìè âîëíàìè ìàëîé
àìïëèòóäû â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

∂v

∂t
=
∂σ

∂x
,

∂s

∂t
=
∂v

∂x
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ãäå v � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü, η � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âÿçêîñòü, σ
è s � ïîëíîå íàïðÿæåíèå è åãî óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, ïîýòîìó âîïðîñ î âûáîðå íà-
äåæíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåòðèâèàëåí. Òàê ïðîñòåéøàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà òèïà Íåé-
ìàíà-Ðèõòìàéåðà âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà ñäâèíóòûõ ñåòêàõ äàåò ïàðàçèò-
íûå îñöèëëÿöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ÷òî âûçâàíî ñâîéñòâîì íåìîíîòîííîñòè.

Êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äèññèïàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ
îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè áûë ïðåäëîæåí Èâà-
íîâûì [1]. Ýòîò ìåòîä îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé çàäà÷å. Ñóòü ìå-
òîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè ðàñøèðåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìîé ïóòåì
ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé v′ è σ′, àïïðîêñèìèðóþùèõ èñêîìîå
ðåøåíèå, íî íå ðàâíûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, v è σ:
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Ñèñòåìó (2) çàìûêàþò óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèé ñ îñíîâíûì
ðåøåíèåì: (

v − v′
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)
= −D ∂

∂x

(
σ′
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)
.

Çäåñü ìàòðèöà D, õàðàêòåðèçóþùàÿ äîïîëíèòåëüíóþ äèññèïàöèþ ýíåðãèè, äîëæíà
áûòü íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíòû ýòîé ìàòðèöû äîëæíû
áûòü ìàëûìè èç ñîîáðàæåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìîé (2) èñõîäíîé ñèñòåìû (1).

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ íà äèñ-
êðåòíîì óðîâíå. Ïóñòü τ è h � øàãè ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ïåðåìåííîé ñîîòâåòñòâåííî. Äèñêðåòíûé àíàëîã (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû
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ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:
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(3)

â êîòîðîé âåëè÷èíû ñ öåëûì èíäåêñîì j = 1, ..., n, àïïðîêñèìèðóþùèå îñíîâíûå ôóíê-
öèè, îòíîñÿòñÿ ê íèæíåé è âåðõíåé ãðàíÿì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ÿ÷åéêè ñåòêè, à
âåëè÷èíû ñ ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè, àïïðîêñèìèðóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè, îò-
íîñÿòñÿ ê åå áîêîâûì ãðàíÿì. Ìàòðèöà D, âõîäÿùàÿ â çàìûêàþùèå óðàâíåíèÿ, áåðåòñÿ
â ñïåöèàëüíîé ôîðìå:

D =

(
αh&0
0&β h

)
,

ãäå α = β = 0.5 (1− τ/h). Ïðè òàêîì âûáîðå ìàòðèöû ñõåìà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé äëÿ óïðóãîé ñðåäû ñ η = 0 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé ðàñïàäà ðàçðûâà
Ãîäóíîâà.

Çàìûêàþùèå óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì âûáðàííûõ α è β ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:
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−
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2
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(4)

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3),(4) èùåòñÿ â âèäå:

vj+1/2 − σj+1/2 = vj −Xj, vj−1/2 + σj−1/2 = vj + Yj.

Âû÷èñëÿÿ ïîëóñóììó è ïîëóðàçíîñòü ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé, èç ñîïîñòàâëåíèÿ ñ (4)
íàõîäèì, ÷òî

Xj = Yj = sj + η
vj+1/2 − vj−1/2

h
.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñëóæàò îáîáùåíèåì ñîîòíîøåíèé íà õàðàêòåðèñòèêàõ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåâÿçêîé óïðóãîé ñðåäû. Äëÿ âíóòðåííèõ ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè îíè ïîçâîëÿþò âûðàçèòü âåëè÷èíû ñ äðîáíûìè èíäåêñàìè ÷åðåç ðåøåíèå íèæ-
íåãî ñëîÿ ïî âðåìåíè:

vj−1/2 =
vj + vj−1

2
+
sj − sj−1

2
+ η

vj+1/2 − 2 vj−1/2 + vj−3/2

2h
, (5)

σj−1/2 =
sj + sj−1

2
+
vj − vj−1

2
+ η

vj+1/2 − vj−3/2

2h
.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5) ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí vj−1/2 íà øàãå ïðå-
äèêòîð ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà òðåõòî÷å÷íîé ïðîãîíêè. Äëÿ ýòîãî äîëæíû áûòü çàäà-
íû óñëîâèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ðåøåíèÿ. Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè áûëè ïîñòàâëåíû
óñëîâèÿ â íàïðÿæåíèÿõ:

v1/2 + σ0
1/2 = v1 + s1 + η

v3/2 − v1/2

h
, vn+1/2 − σ0

n+1/2 = vn − sn − η
vn+1/2 − vn−1/2

h
.
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Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âû÷èñëÿþòñÿ âå-
ëè÷èíû σj−1/2 äëÿ âñåõ j = 1, ..., n + 1. Íà øàãå êîððåêòîð ïî ôîðìóëàì (3) ÿâíûì
îáðàçîì âû÷èñëÿþòñÿ ñêîðîñòü è óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ íà âåðõíåì ñëîå.

Ðàñ÷åòû ñåðèè çàäà÷ î äåéñòâèè Ï-îáðàçíûõ èìïóëüñîâ íàïðÿæåíèÿ íà ïðàâîé ãðà-
íèöå îáëàñòè, ïîêàçàëè, ÷òî ïðîôèëè ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå
äèññèïàòèâíîé ñõåìû (ðèñ. 1 à), ìîíîòîííû � ëèøåíû ïàðàçèòíûõ îñöèëëÿöèé, õàðàê-
òåðíûõ äëÿ ñõåìû Íåéìàíà-Ðèõòìàéåðà (ðèñ. 1 á).

Äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà â ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñîñòàâëÿëà 0.1 ïî øêàëå áåçðàç-
ìåðíîãî âðåìåíè. Ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñîñòîÿëà èç 100 óçëîâ. Øàã
ïî âðåìåíè âûáèðàëñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì τ = h. Â ýòîì ñëó÷àå èñêóññòâåííàÿ
äèññèïàöèÿ â ñõåìå îòñóòñòâóåò, ïîñêîëüêó α = β = 0. Áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð âÿç-
êîñòè η ðàâíÿëñÿ 0.0001. Ñ åãî óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäà âîëíû áûñòðî óáûâàåò ïî ìåðå
ïðîäâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì óáûâàåò àìïëèòóäà ïàðàçèòíûõ îñöèëëÿöèé â
ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà. Îñöèëëÿöèè ñòàíîâÿòñÿ ìàëûìè ïðè óâåëè÷åíèè äëèòåëüíîñòè
èìïóëüñà è ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàþò, åñëè íàïðÿæåíèå, äåéñòâóþùåå íà ïðàâîé ãðàíè-
öå, íàðàñòàåò ïëàâíî áåç ñêà÷êîâ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå Λ-îáðàçíîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé
íàãðóçêè.

Àíàëèç îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû
âîëí ïîêàçàë, ÷òî ïîãðåøíîñòü ñõåìû ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû è ñ óìåíüøåíè-
åì øàãà ïî âðåìåíè, îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè.

Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî êîíå÷íîé öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàç-
ðàáîòêà íàäåæíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé ñûïó÷åé ñðåäû
ïðè íàëè÷èè çàñòîéíûõ çîí â äâèæóùåìñÿ ïîòîêå íà îñíîâå îðèãèíàëüíîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè [3]. Ïðîâåäåííûå â [2] ðàñ÷åòû ñäâèãîâûõ òå÷åíèé ïî ñõåìå âòîðîãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè, ïîñòðîåííîé ïî ìåòîäó Íåéìàíà-Ðèõòìàéåðà, âûÿâèëè íåäîñòàòêè ñõåìû,
ñâÿçàííûå ñ íåìîíîòîííîñòüþ ðåøåíèé, êîòîðûå ïðåïÿòñòâóþò ïîëó÷åíèþ àäåêâàòíûõ
÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 11-01-00053).

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Â.Ì. Ñàäîâñêèé
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Èëëþñòðàöèè

Ðèñ. 1: Ïðîôèëü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû: a) äèññèïàòèâíàÿ ñõåìà, á) ñõåìà íà
ñäâèíóòûõ ñåòêàõ
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