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Øèðîêî èçâåñòíà, òàê íàçûâàåìàÿ, ïðîáëåìà Øòåéíåðà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîñòðî-
åíèè ìèíèìàëüíîãî ïî äëèíå ñâÿçíîãî ãðàôà, ñîåäèíÿþùåãî çàäàííûé íàáîð òî÷åê
ïëîñêîñòè. Ãðàôû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ýòîé çàäà÷è, òðàäèöèîííî íàçûâàþò ìè-

íèìàëüíûìè äåðåâüÿìè Øòåéíåðà, èëè êðàò÷àéøèìè äåðåâüÿìè (ñåòÿìè). Äåðåâî
Øòåéíåðà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (ñâÿçíûì àöèêëè÷íûì
ãðàôîì), åãî ðåáðà - ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè, ñòûêóþùèåñÿ ïîä óãëàìè áîëüøå èëè
ðàâíûìè 120◦, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò òð¼õ.

Ïëîñêèå äåðåâüÿ, ñîñòîÿùèå èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, ñòûêóþùèõñÿ ïîä óãëàìè
íå ìåíüøå ÷åì â 120◦, íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûìè (äëÿ ìíîæåñòâà ñâîèõ âåð-
øèí ñòåïåíè îäèí è äâà). Äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü êàæäîé òî÷êè òàêîãî äåðåâà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàò÷àéøåå äåðåâî (ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíèöåé). Îäíàêî, íå âñÿ-
êîå ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå äåðåâî îáÿçàíî áûòü êðàò÷àéøèì â öåëîì. Òåì íå ìåíåå, êàê
áûëî ïîêàçàíî À.Î.Èâàíîâûì è À.À.Òóæèëèíûì â [1], âîçìîæåí ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè
ñåòè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â äîáàâëåíèè íà åå ð¼áðà íîâûõ ãðàíè÷íûõ âåðøèí ñòåïåíè 2.
Ïðè äîñòàòî÷íî ïëîòíîì ìíîæåñòâå äîáàâëåííûõ âåðøèí ëîêàëüíî ìèíèìàëüíàÿ ñåòü
ïðåâðàùàåòñÿ â êðàò÷àéøóþ. Ïåðâîå îáîáùåíèå òåîðåìû ñòàáèëèçàöèè áûëî ïîëó÷åíî
â ðàáîòå À.Î.Èâàíîâà, Î.À.Ñúåäèíîé è À.À Òóæèëèíà [2], ãäå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à
÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè, ò. å. äîáàâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ âåðøèí ñòåïåíè 2 íå íà âñå ðåá-
ðà ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîãî äåðåâà, à íà âñå, êðîìå îäíîãî çàðàíåå çàäàííîãî. Çàäà÷ó
÷àñòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ äåðå-
âüåâ àâòîðó óäàëîñü ðåøèòü â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëíîñòüþ, ò. å.
áåç îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ðåáåð, íå ïîäâåðãàþùèõñÿ ïîäðàçáèåíèþ. Ôàêòè÷åñêè,
íàéäåí êðèòåðèé òîãî, ÷òî òàêàÿ ñòàáèëèçàöèÿ âîçìîæíà. Êðîìå òîãî, ôîðìàëèçóåòñÿ
îáùàÿ çàäà÷à ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ëåñà â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ñî-
åäèíÿþùåãî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ãðàíè÷íûõ êîìïàêòîâ, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå ëåñà
ñóùåñòâóþò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàáîðîâ êîìïàêòîâ, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî êî-
íå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùåå åãî êðàò÷àéøåå äåðåâî.

Ïóñòü X = (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è G � ãðàô. Äëÿ êàæäîãî ãðàôà G
ìû ñ÷èòàåì çàäàííûì ãðàíè÷íîå ìíîæåñòâî ∂G èç ìíîæåñòâà åãî âåðøèí V (G). Êàæäîå
îòîáðàæåíèå ϕ ∂G → X áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûì. Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ϕ îáîçíà÷èì
÷åðåç [ϕ].

Ñåòüþ òèïà G â ïðîñòðàíñòâå X áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå Γ èç V (G) â X.
Îáðàç îòîáðàæåíèÿ Γ îáîçíà÷èì ÷åðåç [Γ] è íàçîâåì ñëåäîì ñåòè Γ. Ñåòü Γ íàçîâåì
èíúåêòèâíîé, åñëè îòîáðàæåíèå Γ èíúåêòèâíî. Òàêæå ïðî ñåòü Γ òèïà G áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ∂Γ = Γ|∂G ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ñåòè Γ. Åñëè Γ � ñåòü íà M , ò. å. M ⊂ X è
[∂Γ] = M è Γ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Γ ñîåäèíÿåò ìíîæåñòâî M . Åñëè
ïðè ýòîì ∂G = V (G), òî ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ñåòü Γ çàòÿãèâàåò M .
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ÏóñòüM = {Mi} � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ â
X , è Γ � ñåòü òèïà G â X òàêàÿ, ÷òî [∂Γ] ñîäåðæèòñÿ â ∪iMi è ïåðåñåêàåò êàæäîå Mi.
Òàêóþ Γ áóäåì íàçûâàòü ñåòüþ íà M. Ìíîæåñòâî âñåõ ñåòåé íà M îáîçíà÷èì ÷åðåç
N (M).

Ïóñòü Γ � òàêàÿ ñåòü, ÷òî [∂Γ] ⊂ ∪iMi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Γj} ìíîæåñòâî ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíò ñåòè Γ. Ïîñòðîèì ïî ïàðå (M,Γ) ñòðóêòóðíûé ãðàô [M,Γ] ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ýòî áóäåò äâóäîëüíûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {Mi} t {Γj}, â êîòîðîì
âåðøèíûMi è Γj ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè è òîëüêî åñëèMi∩ [∂Γj] 6= ∅. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ñåòü Γ ñîåäèíÿåòM, åñëè ñòðóêòóðíûé ãðàô [M,Γ] � ñâÿçíûé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
ñåòü Γ ñîåäèíÿåòM, òî ñòðóêòóðíûé ãðàô [M,Γ] íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí,
ïîýòîìó [∂Γ] ïåðåñåêàåò êàæäîå Mi è, çíà÷èò, Γ � ñåòü íàM.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâîM = {Mi} ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ Mi â X è ðàññìîòðèì âñå ñåòè, ñîåäèíÿþùèåM. Èíôèìóì ÷èñåë ρ(Γ) ïî
âñåì òàêèì ñåòÿì Γ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåé äëèíîé ëåñà, ñîåäèíÿþùåãîM. Ñëîâî �ëåñ�
â ýòîì òåðìèíå âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàåìûé èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ
íà íåêîòîðîé ñåòè, òî îí òàêæå äîñòèãàåòñÿ è íà èíúåêòèâíîé ñåòè, êîòîðàÿ, êàê ëåã-
êî âèäåòü, îáÿçàíà áûòü ëåñîì. Òàêèå èíúåêòèâíûå ñåòè áóäåì íàçûâàòü êðàò÷àéøèìè
ëåñàìè, ñîåäèíÿþùèìèM. Ñåòü, íå îáÿçàòåëüíî èíúåêòèâíóþ, ñîåäèíÿþùóþM è èìå-
þùóþ íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ äëèíó, íàçîâåì êðàò÷àéøåé ñåòüþ, ñîåäèíÿþùåé M.
Ïî àíàëîãèè ñ êðàò÷àéøèìè äåðåâüÿìè, êðàò÷àéøèé ëåñ ìîæíî íàçâàòü �ìèíèìàëü-
íûì ëåñîì Øòåéíåðà�, ÷òî ïî-àíãëèéñêè çâó÷èò êàê Steiner Minimal Forest è ïðèâîäèò
ê íàøåìó îáîçíà÷åíèþ smf äëÿ íàèìåíüøåé äëèíû ëåñà, ñîåäèíÿþùåãîM. Ìíîæåñòâî
âñåõ (èíúåêòèâíûõ) êðàò÷àéøèõ ëåñîâ, ñîåäèíÿþùèõM, îáîçíà÷èì ÷åðåç SMF(M).

Ïóñòü Γ � ñåòü â ïðîñòðàíñòâå X = (X, ρ). Ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ñåòè Γ â
ïðîñòðàíñòâå X áóäåì íàçûâàòü òàêîå îòîáðàæåíèå g èç ìíîæåñòâà E(Γ) ðåáåð ñåòè Γ
â ìíîæåñòâî êðàò÷àéøèõ êðèâûõ íà X , ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåáðà vw ∈ E(Γ) êðàò÷àé-
øàÿ g(vw) ñîåäèíÿåò òî÷êè Γ(v) è Γ(w). Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ, ïàðó (Γ, g) áóäåì
íàçûâàòü ãåîìåòðè÷åñêîé ñåòüþ. Äëÿ ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñåòè (Γ, g) ïîëàãàåì

ρ(Γ) = `(g(Γ)) =
∑

e∈E(Γ)

`
(
g(e)

)
,

ãäå `(γ) îáîçíà÷àåò äëèíó êðèâîé γ â ïðîñòðàíñòâå X = (X, ρ). Îáúåäèíåíèå
⋃

e∈E(Γ)

g(e)

âñåõ êðàò÷àéøèõ g(e) (ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ïîäìíîæåñòâà â X) íàçîâåì ñëåäîì ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè g è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [g]. Åñëè Γ � êðàò÷àéøåå äåðåâî,
ñîåäèíÿþùåå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M ⊂ X, è g � íåêîòîðàÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëè-
çàöèÿ, òî ãåîìåòðè÷åñêîå äåðåâî (Γ, g) òàêæå íàçîâåì êðàò÷àéøèì, ñîåäèíÿþùèì M ,
à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ äåðåâüåâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç SMTg(M).
Àíàëîãè÷íî, åñëè Γ � êðàò÷àéøèé ëåñ, ñîåäèíÿþùèé êîíå÷íîå ñåìåéñòâîM ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X , è g � åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ,
òî ãåîìåòðè÷åñêèé ëåñ (Γ, g) òàêæå áóäåì íàçûâàòü êðàò÷àéøèì ëåñîì, ñîåäèíÿþùèì

M, à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ëåñîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç SMFg(M).

Òåîðåìà 1. Â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àéøå-

ãî ëåñà, ñîåäèíÿþùåãî ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîì-

ïàêòîâ, ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ êðàò÷àéøåãî äåðåâà, ñîåäèíÿþùåãî ïðîèçâîëüíûé
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êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê.

Òåîðåìà 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mk = {Mk
i }, k = 1, 2, . . ., êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ â X ñõîäèòñÿ ïî Õàóñäîðôó ê ñåìåéñòâóM =
{Mi} ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ, è Γk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàò÷àéøèõ

ëåñîâ, ñîåäèíÿþùèõMk, èìåþùèõ îäèí è òîò æå òèï G è ñõîäÿùèõñÿ ê íåêîòîðîìó

ëåñó Γ, ñîåäèíÿþùåìóM, òî Γ ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ëåñîì, ñîåäèíÿþùèìM.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü
{

(∆i, di)
}
� ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âëîæåííûõ ïîïàð-

íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ äåðåâüåâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïîëî-

æèì M =
{

[di]
}
è (∆, d) = ti(∆i, di). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî êðàò÷àéøåãî

ëåñà Γ ∈ SMF(M) è êàæäîé åãî ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè g ãåîìåòðè÷åñêîå äåðåâî

(Γ, g)⊕ (∆, d) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûì. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå p0 ≥ 0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî öåëîãî p ≥ p0, ëþáîãî Γ ∈ SMF(M) è êàæäîé åãî ãåîìåòðè÷åñêîé ðåàëè-

çàöèè g ãåîìåòðè÷åñêîå äåðåâî (Γ, g)⊕ (∆p, dp) ëåæèò â SMTg(∂∆p). Èíûìè ñëîâàìè,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî p, îáúåäèíåíèå p-ïîäðàçáèòîãî ëåñà (∆, d) è ëþáîãî êðàò÷àéøå-

ãî ëåñà, ñîåäèíÿþùåãî
{

[di]
}
, ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì äåðåâîì, ñîåäèíÿþùèì ãðàíèöó

ýòîãî p-ïîäðàçáèòîãî ëåñà.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè â ðàáîòå [3].
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