
Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2013¿

Ñåêöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿

Íîâûå ñâîéñòâà ïîêàçàòåëåé Ïåððîíà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Ãàðãÿíö Àëåêñàíäð Ãåîðãèåâè÷

Ñòóäåíò
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Ìîñêâà, Ðîññèÿ
E-mail: gaaaric@gmail.com

Äëÿ çàäàííîãî n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåçMn ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ = [0,∞),

êàæäóþ èç êîòîðûõ îòîæäåñòâèì ñ åå íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåéA : R+ → End Rn.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(A) ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû A, à ÷åðåç S∗(A) � ìíîæåñòâî åå
íåíóëåâûõ ðåøåíèé, è ïîëîæèì S =

⋃
A∈Mn

S(A) è S∗ =
⋃

A∈Mn

S∗(A).

Îïðåäåëåíèå 1 [1, 2]. Ïîä ïîêàçàòåëåì Ïåððîíà π : S → R áóäåì ïîíèìàòü ôóíê-
öèþ

π(x) = lim
t→∞

1

t
ln ‖x(t)‖, x ∈ S∗, π(0) = −∞.

Ïîêàçàòåëåì Ïåððîíà ñèñòåìû A ∈ Mn íàçîâåì ñóæåíèå πA ýòîé ôóíêöèè íà ïðî-
ñòðàíñòâî S(A), à åãî ãëàâíûì çíà÷åíèåì íà Π ⊂ Rn � âåëè÷èíó sup{πA(x) | x(0) ∈
Π}. Êðîìå òîãî, áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíîé ïëîñêîñòüþ ëþáîå àôôèííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Π ⊂ Rn, îòëè÷íîå îò îäíîìåðíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 0 ∈ Rn.

Îïðåäåëåíèå 2 [3, 4]. Çíà÷åíèå α ïîêàçàòåëÿ Ïåððîíà πA ñèñòåìû A ∈ Mn, ïðè-
íèìàåìîå íà ðåøåíèÿõ, íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî N =(
π−1

A (α)
)

(0) â ïðîñòðàíñòâå Rn (ñî ñòàíäàðòíîé ìåðîé Ëåáåãà è ñòàíäàðòíîé òîïîëîãè-
åé íîðìû), íàçûâàåòñÿ:

1) ìåòðè÷åñêè òèïè÷íûì èëè ìåòðè÷åñêè ñóùåñòâåííûì, åñëè ïîäìíîæåñòâî N
èìååò ïîëíóþ ìåðó èëè, ñîîòâåòñòâåííî, õîòÿ áû ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëü-
íîé ìåðû;

2) òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûì èëè òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûì, åñëè äîïîëíåíèå
ê ïîäìíîæåñòâó N âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn èëè, ñîîòâåòñòâåííî, õîòÿ áû â íåêîòîðîì
åãî íåïóñòîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå åñòü ìíîæåñòâî ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó, ò.å.
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.

Ïîíÿòèÿ òèïè÷íîñòè è ñóùåñòâåííîñòè çíà÷åíèÿ α ïîêàçàòåëÿ πA ìîæíî ðàñïðî-
ñòðàíèòü ñ ïðîñòðàíñòâà Rn íà ëþáîå åãî àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Π (ñî ñòàíäàðòíû-
ìè ìåðîé è òîïîëîãèåé), çàìåíèâ â îïðåäåëåíèè 2 ìíîæåñòâà Rn è N èõ ïåðåñå÷åíèÿìè
ñ Π.

Èçâåñòíî [2], ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈Mn íà ëþáîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå â Rn

ãëàâíîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ Ïåððîíà ìåòðè÷åñêè òèïè÷íî è, òåì áîëåå, ìåòðè÷åñêè
ñóùåñòâåííî. Âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ òèïè÷íîñòè è
ñóùåñòâåííîñòè â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå áûë îáúÿâëåí îòêðûòûì â äîêëàäå [4].

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî n > 2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà A ∈ Mn (ñ áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè) è òàêîå ãèïåðïðîñòðàíñòâî L ⊂ Rn, ÷òî
íà ëþáîé íåòðèâèàëüíîé ïëîñêîñòè Π 6⊂ L íåò íè îäíîãî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî è
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äàæå òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ïåððîíà. Íà ëþáîé ïëîñêî-
ñòè Π ⊂ L ïðè ýòîì ãëàâíîå (â Rn) çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ Ïåððîíà íå ÿâëÿåòñÿ äàæå
òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàòåëü Ïåððîíà â òîïîëîãè÷åñêîì ïëàíå óñòðîåí ñëîæíåå, ÷åì
â ìåòðè÷åñêîì: åãî ãëàâíîå çíà÷åíèå äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ òîïîëî-
ãè÷åñêè íåòèïè÷íûì è äàæå íåñóùåñòâåííûì íå òîëüêî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn, íî è
íà ïðàêòè÷åñêè âñåõ åãî àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà ÷èñåë
E ⊂ R ñóùåñòâóþò äâå ñèñòåìû A,B ∈Mn, ïîêàçàòåëü Ïåððîíà êàæäîé èç êîòîðûõ
ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå òîïîëîãè÷åñêè ñóùåñòâåííûõ â òî÷íîñòè âñå çíà÷åíèÿ èç E è
òîëüêî èõ, ïðè÷åì ãëàâíîå çíà÷åíèå (â Rn) ïîêàçàòåëÿ Ïåððîíà ñèñòåìû A ñîâïàäàåò
ñ supE, à ñèñòåìû B � ñòðîãî áîëüøå supE.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî T n ⊂Mn ñèñòåì, ó êîòîðûõ ãëàâíîå çíà÷åíèå ïîêàçàòå-
ëÿ Ïåððîíà òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íî íà ëþáîì àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ñ ïîìîùüþ
ðåçóëüòàòà [1] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî T n çàâåäîìî ñîäåðæèò âñå èíòåãðàëüíî
ðàçäåëåííûå ñèñòåìû, îáðàçóþùèå îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå [5] ïîäìíîæåñòâî â ïðî-
ñòðàíñòâåMn, íàäåëåííîì òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé íà ïîëóïðÿìîé ñõîäèìîñòè.

Ëèòåðàòóðà

1. Èçîáîâ Í. À. Î ìíîæåñòâå íèæíèõ ïîêàçàòåëåé ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-
ñòåìû // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1965. Ò. 1. �4. C. 469�477.

2. Èçîáîâ Í. À. Î ìåðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ íàèáîëüøèì íèæíèì
ïîêàçàòåëåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1988. Ò. 24. �12. C. 2168�2170.

3. Ñåðãååâ È. Í. Ìåòðè÷åñêè òèïè÷íûå è ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé ëè-
íåéíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2011. Ò. 47. �11. Ñ. 1661�1662.

4. Ñåðãååâ È. Í. Òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûå è ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé
ëèíåéíûõ ñèñòåì // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2011. Ò. 48. �11. Ñ. 1567�1568.

5. Ìèëëèîíùèêîâ Â. Ì. Ñèñòåìû ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ âñþäó ïëîòíû â
ìíîæåñòâå âñåõ ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Äèôôåðåíö.
óðàâíåíèÿ. 1969. Ò. 5. �7. C. 1167�1170.

Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè

Áëàãîäàðþ Ñåðãååâà Èãîðÿ Íèêîëàåâè÷à è Áûêîâà Âëàäèìèðà Âëàäèñëàâîâè÷à çà íåîöå-
íèìóþ ïîìîùü â íàó÷íîé ðàáîòå è ïðè ñîçäàíèè ýòîãî ñîîáùåíèÿ, à òàêæå Ñòåêëîâó
Ëèäèþ çà ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó íà âñåõ ýòàïàõ ïîäãîòîâêè ê êîíôåðåíöèè.
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