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Ïóñòü D � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C : |z| < 1}
ôóíêöèé f , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç D, îñòàâëÿþùèõ èíâàðèàíòíûì âåùåñòâåííûé
äèàìåòð, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ íà âåùåñòâåííîì äèàìåòðå è èìåþùèõ íà í¼ì îãðà-
íè÷åííîå èñêàæåíèå. Áîëåå òî÷íî, D � ñîâîêóïíîñòü ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé f : D 7→
D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

(1) Im f(x) = 0 ïðè x ∈ (−1, 1), lim
x→±1

f(x) = ±1;

(2) f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (−1, 1) è sup
x∈(−1,1)

f ′(x) <∞.

Çàìåòèì, ÷òî D îáðàçóåò òîïîëîãè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçè-
öèè è òîïîëîãèè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé â D ñõîäèìîñòè, ðîëü åäèíèöû â êîòîðîé èãðàåò
òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå f(z) ≡ z. Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ñòðóêòóðû ïî-
ëóãðóïïû ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé èãðàþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîëóãðóïïû [1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé â D ïîíèìàåòñÿ íåïðå-
ðûâíûé ãîìîìîðôèçì t 7→ f t, äåéñòâóþùèé èç àääèòèâíîé ïîëóãðóïïû R+ = {t ∈
R : t > 0} â ïîëóãðóïïó D.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f ∈ D âëîæèìà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â
D, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà t 7→ f t â D, ÷òî f 1 = f .

Â ðàáîòå óñòàíîâëåíû êðèòåðèè âëîæèìîñòè â êëàññå D â òåðìèíàõ ðåøåíèé ôóíê-
öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Âûäåëÿåòñÿ íåñêîëüêî ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ èëè
îòñóòñòâèÿ âíóòðåííåé íåïîäâèæíîé òî÷êè ôóíêöèè f ∈ D. Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ D

èìååò âíóòðåííþþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, òî ýòà òî÷êà ìîæåò ëåæàòü òîëüêî íà âåùå-
ñòâåííîì äèàìåòðå. Åñëè æå f ∈ D è f(x) 6= x äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1), òî âûðàæåíèå
f(x)− x ñîõðàíÿåò çíàê.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ D è f(q) = q ïðè íåêîòîðîì q ∈ (−1, 1). Òîãäà, åñëè f
âëîæèìà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â D, òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ â D
ôóíêöèÿ F , ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

F (f(z)) = f ′(q)F (z)

è äîïóñêàþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

F (z) = (z − q) 1− qz
1− q2

(
1 + q

1 + z

)2γ1 (1− q
1− z

)2γ2

×

× exp

γ3

∫
[−1,1]

ln
1− 2xq + q2

1− 2xz + z2
dµ(x)


(1)

1
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ñ íåêîòîðûìè γ1 > 0, γ2 > 0, γ3 > 0, γ1 + γ2 + γ3 = 1 è âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé µ
íà [−1, 1]. Ïðè ýòîì, ïîä ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè è ëîãàðèôìîì ïîíèìàþòñÿ âåòâè,
ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 1 è 0, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè z = q.

Îáðàòíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ F âèäà (1) îäíîëèñòíà â D è îòîáðàæàåò D íà çâ¼çäíóþ
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò îáëàñòü. Ïðè ýòîì, ôóíêöèè f(z) = F−1 (β F (z)), 0 <
β < 1, ïðèíàäëåæàò D, f(q) = q è âëîæèìû â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â D.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ D è f(x) > x äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1). Òîãäà, åñëè f âëîæèìà â
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â D, òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ F ,
ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

F (f(z)) = F (z) + 1

è äîïóñêàþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

F (z) = λ1 ln
1 + z

1− z
+ λ2

z

(1− z)2
+ λ3

∫
[−1,1)

ln
1− 2xz + z2

(1− z)2

dµ(x)

1− x
(2)

ñ íåêîòîðûìè λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0 è âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé µ íà [−1, 1). Ïðè ýòîì,
ïîä ëîãàðèôìàìè ïîíèìàþòñÿ âåòâè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå 0 ïðè z = 0.

Îáðàòíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ F âèäà (2) îäíîëèñòíà â D è îòîáðàæàåò D íà îáëàñòü,
êîòîðàÿ ñ êàæäîé òî÷êîé w ∈ F (D) ñîäåðæèò è âåñü ëó÷ {w + t : t > 0}. Ïðè ýòîì,
ôóíêöèè f(z) = F−1 (F (z) + 1) ïðèíàäëåæàò D, f(x) > x äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1) è âëî-
æèìû â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â D.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ D è f(x) < x äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1). Òîãäà, åñëè f âëîæèìà â
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â D, òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ F ,
ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

F (f(z)) = F (z) + 1

è äîïóñêàþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

F (z) = λ1 ln
1− z
1 + z

− λ2
z

(1 + z)2
+ λ3

∫
(−1,1]

ln
1− 2xz + z2

(1 + z)2

dµ(x)

1 + x
(3)

ñ íåêîòîðûìè λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0 è âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé µ íà (−1, 1]. Ïðè ýòîì,
ïîä ëîãàðèôìàìè ïîíèìàþòñÿ âåòâè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå 0 ïðè z = 0.

Îáðàòíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ F âèäà (3) îäíîëèñòíà â D è îòîáðàæàåò D íà îáëàñòü,
êîòîðàÿ ñ êàæäîé òî÷êîé w ∈ F (D) ñîäåðæèò è âåñü ëó÷ {w + t : t > 0}. Ïðè ýòîì,
ôóíêöèè f(z) = F−1 (F (z) + 1) ïðèíàäëåæàò D, f(x) < x äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1) è âëî-
æèìû â îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó â D.
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