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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðèâàåòñÿ âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ââîä äâóìåðíîé èëè òð¼õìåð-
íîé ñåòêè, äèñêðåòèçàöèÿ ãðàíèö, ââåäåíèå ôèêòèâíîé îáëàñòè, ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì çàäà÷è ñëîæíîñòè O(N2) è O(N3) äëÿ äâóìåðíîé
è òð¼õìåðíîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ òàêàÿ ñëîæíîñòü íåïðèåì-
ëåìà. Ðàññìîòðèì äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Çàäà÷à Äèðåõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:∫
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Ââåä¼ì íåêîòîðóþ äèñêðåòèçàöèþ ãðàíèöû è ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ ìàòðèöåé A ðàçìå-
ðà M ×M [1]. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ñ ïëîòíûìè ìàòðèöàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Îäíàêî íà äàííûé ìîìåíò ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ òàêèìè ìàòðèöàìè. Èññëåäîâàíèþ ýòîãî âîïðîñà è ïîñâÿùåíà
äàííàÿ ðàáîòà. Èòàê, â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü ìàòðèöà A. Ýòî ïëîòíàÿ ìàòðèöà, ó
êîòîðîé ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ëþáîé ýëåìåíò. Âñå èäåè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ òàêîé ìàò-
ðèöåé îñíîâàíû í ïðèáëèæåíèè å¼ ìàòðèöåé ìàëîãî ðàíãà. [2] Îäíàêî, ñàìà ìàòðèöà
íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ìàëîãî ðàíãà, òàê êàê ÿäðî ðàññìàòðèåìîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò ñèíãóëÿðíîñòü. Òàêæå ýòà ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïëîõî îáóñëîâëåíà. Äëÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ïëîòíîé ìàòðèöåé íàì íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ ïðèáëèæàòü å¼ ìàò-
ðèöåé ìàëîãî ðàíãà è óìíîæàòü ïðèáëèæ¼ííóþ ìàòðèöó íà âåêòîð, äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðèìåíèòü ê íåé îäèí èç èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ [3]. Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ áûë ïðåä-
ëîæåí òàê íàçûâàåìûé ìóëüòèçàðÿäîâûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîé ìàòðèöû. Â
äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçëîæåíèå (àïïðîêñèìàöèÿ) óæå ïîñòðîåíà, è ñòà-
âèòñÿ âîïðîñ, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêîå ìàëîïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
áûñòðîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ òàêîé ìàòðèöåé. Îïèøåì îñíîâíóþ èäåþ, êîòîðàÿ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âûòåêàåò èç áàçîâîãî àëãîðèòìà ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Àëãîðèòì ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ. Íà ïåðâîì øà-
ãå âû÷èñëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå çàðÿäû â êàæäîì èç óçëîâ äåðåâà ñ ïîìîùüþ îáõîäà
äåðåâà èñòî÷íèêîâ ñíèçó ââåðõ è óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöû ïåðåõîäà; íà âòîðîì øàãå
ïðîèñõîäèò ïåðåñ÷åò äåéñòâèÿ ýêâèâàëåíòíûõ çàðÿäîâ-èñòî÷íèêîâ íà ýêâèâàëåíòíûå
çàðÿäû-ïðèåìíèêè (óìíîæåíèå íà ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ); íà òðåòüåì øàãå ïðîèñ-
õîäèò îáõîä äåðåâà ïðèåìíèêîâ ñâåðõó âíèç, ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå íàñ÷èòàííûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé íà ìàòðèöû ïåðåõîäà è íà íèæíåì óðîâíå âîçíèêàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
Íà êàæäîì èç òðåõ øàãîâ ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå ìàòðèö íåáîëüøîãî ðàçìåðà (ïîðÿäêà

1



Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2013¿

r× r) íà âåêòîðû. Îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî íà ïåðâîì øàãå ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïðîèç-
âîäèòü ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå óìíîæåíèÿ ñíèçó-ââåðõ ïî äåðåâó èñòî÷íèêîâ, íà âòîðîì
øàãå âñå ýòè îïåðàöèè àáñîëþòíî íåçàâèñèìû, à íà òðåòüåì øàãå íåîáõîäèìî óìíî-
æàòü ìàòðèöû íà âåêòîðû ñâåðõó-âíèç ïî äåðåâó ïðèåìíèêîâ. Íàïðèìåð ðàññìîòðèì
èñòî÷íèêè q1, q2 è ïðè¼ìíèêè w1, w2. Ìàòðèöà B îáîçíà÷àåò ñâÿçü ìåæäó óðîâíÿìè èñ-
òî÷íèêîâ, C � ýòî ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó êîðíÿìè äåðåâüåâ, c1 è c2 îçíà÷àþò ñâÿçü
ìåæäó óðîâíÿìè äåðåâà ïðè¼ìíèêîâ.

Q = B

[
q1

q2

]
W = CQ

w1 = c1w + A1q1

w2 = c2w + A2q2

Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
óìíîæåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð, åñëè ðàññìîòðåòü âðåìåííûå ïåðåìåííûå
Q, W êàê äîïîëíèòåëüíûå íåèçâåñòíûå. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäà-
íèå àëãîðèòìîâ ôîðìèðîâàíèÿ òàêîé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, èçó÷åíèå åå ñòðóêòóðû, è
ïðèìåíèìîñòè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ðàáîòû ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè äëÿ ïðèáëè-
æåííîãî îáðàùåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé.
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