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Îïåðàòîð A íà ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì èëè îïåðàòîðîì
ñî ñëåäîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ei}, ÷òî

∞∑
i=1

‖Aei‖ <∞. (1)

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå, ýêâèâàëåíòíûå, îïðåäåëåíèÿ; íàïðèìåð, ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî îïåðàòîð T = (A∗A)1/4 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà�Øìèäòà, ò.å.

∞∑
i=1

‖Tei‖2 <∞.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî ðÿäà íå çàâèñèò îò âûáîðà îðòîíîðìè-
ðîâàííîãî áàçèñà, òîãäà êàê (1) ìîæåò çàâèñåòü îò {ei}: èçâåñòíû ïðèìåðû ÿäåðíûõ
îïåðàòîðîâ A, òàêèõ, ÷òî

∑∞
i=1 ‖Aψi‖ = ∞ äëÿ íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

{ψi}.
Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ÿäåðíîãî îïåðàòîðà A äëÿ êîòîðîãî

(1) áûëî áû âåðíî äëÿ âñÿêîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ei}.
Îäíàêî âñå òàêèå îïåðàòîðû îïèñûâàþòñÿ òðèâèàëüíî.

Òåîðåìà. Ïóñòü H � áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A òàêîãî, ÷òî (1) âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ei}.

Åùå îäíî, ýêâèâàëåíòíîå, îïðåäåëåíèå ÿäåðíîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åãî
s-÷èñëà ïðèíàäëåæàò l1. Íî òîãäà âîçíèêàåò åùå îäèí âîïðîñ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî l1

èìååò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò ïðîèçâîëüíîãî lp, p > 1. Ïðîÿâèòñÿ ëè ýòî â äàííîì
ñëó÷àå? Îêàçûâàåòñÿ, íåò.

Òåîðåìà. Ïóñòü H � áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
è p ∈ [1, 2). Òîãäà íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A òàêîãî, ÷òî

∞∑
i=1

‖Aei‖p <∞. (2)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ei}.
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