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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàãíèòîóïðóãîñòè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ïîä äåéñòâèåì íåñòàöèîíàðíîãî ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ è ïðîèçâîëüíîé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Òî åñòü, ðàññìàòðèâàåòñÿ èçî-
òðîïíàÿ óïðóãàÿ ïëàñòèíà, èçãîòîâëåííàÿ èç ìàòåðèàëà ñ êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ è
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ñ çàäàííûì âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè
~H0. Êðîìå òîãî, ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ ïðîâîäíèêîì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ñòîðîí-
íåãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ïëîòíîñòè ~JCT .

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè âûáèðàåì ñðåäèííóþ ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ îò-
íåñåíà ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, θ. Êîîðäèíàòà γ îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî íîðìàëè
ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè. Òîëùèíà ïëàñòèíû èçìåíÿåòñÿ ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì, ò.å.
h = h (r, θ).

Âûáèðàÿ ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè u, v, w, ϑr, S,Nr, Q̂r,Mr, Eθ, Bγ â êà÷åñòâå èñêîìûõ,
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè[5].

Â âåêòîðíîì âèäå ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé áóäåò ñëåäóþùåé:
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Äîáàâëÿÿ ê (??) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ B1 ( ~N (r0, θ, t) ) = ~b1, B2 ( ~N (rN , θ, t) ) = ~b2, è

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ~N = 0, ∂ ~N
∂t

= 0 ïðè t = 0, ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ãèáêèõ
èçîòðîïíûõ êðóãëûõ ïëàñòèí ïåðåìåííîé æåñòêîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå ñõåìû Íüþìàðêà [6]
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ïîçâîëÿåò âåñü èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ïî âðåìåíè ðàçáèòü íà îòäåëüíûå ìàëûå èí-
òåðâàëû è ïðîñëåäèòü èñòîðèþ äåôîðìèðîâàíèÿ íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå. Çäåñü b-
ïàðàìåòð ñõåìû; âåðõíèå èíäåêñû óêàçûâàþò íà ïðèíàäëåæíîñòü âåëè÷èíû ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ìîìåíòó âðåìåíè, à ∆t - øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñîîòíîøåíèå øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíà-
òå îãîâàðèâàåòñÿ êðèòåðèåì óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà, ñîãëàñíî êîòîðîìó øàã ñåòêè ïî
âðåìåíè íå äîëæåí ïðåâûøàòü âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî âîçìóùåíèå, ðàñïðîñòðà-
íÿþùååñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà, ïðîáåãàåò ðàññòîÿíèå, ðàâíîå ðàçìåðó øàãà ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êîîðäèíàòå. Çíà÷åíèå øàãà ïî âðåìåíè íóæíî âûáèðàòü èç ñëåäóþùèõ ñîîò-
íîøåíèé:
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∆t < min

{
∆t/CM ,
0,5(∆r)2σµ

ρ2
·

Çäåñü CM - ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàãíèòîóïðóãèõ âîçìóùåíèé; ∆r - øàã ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå. Ïåðâîå óñëîâèå - ýòî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè - êðèòåðèÿ
Êóðàíòà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïû óðàâíåíèé, à âòîðîå óñëîâèå - äëÿ óðàâíåíèé
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñõåìû Íüþìàðêà (??) ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó ìàãíèòîóïðóãîñòè
(??) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ â âåêòîðíîé ôîðìå ìîæíî çàïèñàòü òàêèì
îáðàçîì:
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, (3)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè D1 ( ~N (r0, θ) ) =
⇀

d1, D2 ( ~N (rN , θ) ) =
⇀

d2.

Ãäå D1, D2 - çàäàíèå ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû;
⇀

d1,
⇀

d2 - çàäàííûå âåêòîðû. Êðàåâàÿ
çàäà÷à (??) äîëæíà áûòü äîïîëíåíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Íà âòîðîì ýòàïå äâóìåðíóþ çàäà÷ó çàìåíÿåì íà îäíîìåðíóþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ïðÿìûõ[4]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé è ðàç-
ðåøàþùèõ ôóíêöèé � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè êîîðäèíàòû θ. Ïðîèçâîäíûå ïî
ýòîé êîîðäèíàòå çàìåíèì èõ êîíå÷íî � ðàçíîñíûìè àíàëîãàìè. Ðàçäåëÿÿ îòðåçîê èç-
ìåíåíèÿ êîîðäèíàòû θ íà n ïîëîñ, äâóìåðíóþ çàäà÷ó (??) àïïðîêñèìèðóåì ñèñòåìîé
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 10n äëÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ôóíê-
öèé ~N i(i=1,2,. . . , n).

Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (??) âìåñòî ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòå θ êîíå÷íî � ðàç-
íîñòíûå àíàëîãè, ïîëó÷àåì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó 10n-ãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ â êîíå÷íûõ
ðàçíîñòÿõ èìååò âèä:

d ~N1

dr
= ~F

(
r, ~N1

)
, (4)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè G1 ( ~N1 (r0) ) = ~g1, G2 ( ~N1 (rN) ) =
⇀
g 2.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (??) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé 10n-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êâàçèëèíåàðèçàöèè [2] èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (??), ñâîäèòñÿ ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷.
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Ãäå ~Nk+1, ~Nk - ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà (k + 1)-îé è k-îé èòåðàöèÿõ;
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ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöû è ïðàâûå ÷àñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Íà êàæäîì øàãó èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà êîýôôèöèåíòû ïðàâîé ÷àñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (??),

ýëåìåíòû ìàòðèö G1, G2 è êîìïîíåíòû âåêòîðîâ
⇀
g 1,

⇀
g 2 ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàâèñÿò îò

êîëè÷åñòâà øàãîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì, à òàêæå îò ðåøå-
íèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è íà ïðåäûäóùåì øàãå, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàåâûõ çàäà÷
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ëèíåéíûõ çàäà÷. Êàæäàÿ èç ëèíåéíûõ êðà-
åâûõ çàäà÷ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùåì âðåìåííîì èíòåðâàëå ðåøàåòñÿ
÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ óñòîé÷èâîãî ìåòîäà äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè [3]. Íà ïåðâîì
ïî âðåìåíè øàãå çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå áåðåòñÿ ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è â ëèíåàðèçîâàííîé ïîñòàíîâêå. Íà ñëåäóþùèõ øàãàõ - çà íà÷àëüíîå âû-
áèðàåòñÿ ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óæå
íåëèíåéíîé çàäà÷è. Âûáîð òàêîé ñõåìû ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî èòåðàöèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò àëãîðèòìèçèðîâàòü
âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåññ è ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè - íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàãíè-
òîóïðóãîñòè êîëüöåâûõ ïëàñòèí ïåðåìåííîé æåñòêîñòè.

Ëèòåðàòóðà

1. Àìáàðöóìÿí Ñ.À., Áàãäàñàðÿí Ã.Å., Áåëóáåêÿí Ì.Â. Ìàãíèòîóïðóãîñòü òîíêèõ
îáîëî÷åê è ïëàñòèí Ì.; Íàóêà, 1977.

2. Áåëëìàí Ð., Êàëàáà Ð. Êâàçèëèíåàðèçàöèÿ è íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è. Ì.;
Ìèð, 1968.

3. Ãîäóíîâ Ñ. Ê. Î ÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé //Óñïåõè ìàò. íàóê., 1963. Ò. 16. âûï. 3.
Ñ. 171-174.

4. Ãðèãîðåíêî ß.Ì., Ìîëü÷åíêî Ë.Â. Îñíîâè òåîði¨ ïëàñòèí òà îáîëîíîê. Êè¨â; Ëè-
áiäü, 1993.

5. Óëèòêî À.Ô., Ìîëü÷åíêî Ë.Â., Êîâàëü÷óê Â.Ô. Ìàãíiòîïðóæíiñòü ïðè äèíàìi÷íî-
ìó íàâàíòàæåííi. Êè¨â; Ëèáiäü, 1994.

6. Newmark N.M. A method of Computation for Structural Dynamics // J. Eng. Mech.
Div. Proc., ASCE. 1959. vol. 85. � 7. P. 67-97.

3


